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2 Ââåäåíèå

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû íà÷àëà àíàëèçà, îáëàñòü ìàòåìàòèêè, èìåþùàÿ
âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè è èíæåíåðèè. Öåëüþ ýòîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ñæà-
òîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ñþæåòîâ ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè, äîñòàòî÷íîå äëÿ óâåðåííî-
ãî âëàäåíèÿ ïðåäìåòîì. Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè çàäà÷àìè è ðàçáîðîì ïðèìåðîâ. Îñíîâíîé òåêñò ïîñîáèÿ íå âêëþ÷àåò äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåì, ðàçáîð ïðèìåðîâ, çàäà÷è, êîíòðîëüíûå âîïðîñû. Èõ ìîæíî îòêðûòü
è îçíàêîìèòüñÿ ñ íèìè â îòäåëüíîì îêíå, åñëè ó ÷èòàòåëÿ âîçíèêíåò òàêîå æåëàíèå. Áî-
ëåå ðàçâåðíóòîå îáñóæäåíèå ïðåäëàãàåìûõ çäåñü ãëàâ ìàòåìàòèêè ìîæíî íàéòè â õîðîøî
èçâåñòíûõ ó÷åáíèêàõ àíàëèçà, ÷àñòü êîòîðûõ ïðèâåäåíà çäåñü.

Í.Ñ.Ïèñêóíîâ. Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Ò.1. ÑÏá, ÌÈÔÐÈË,
1996.

Ã.Ì.Ôèõòåíãîëüö. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ò.1. Ì., "Íàóêà 1962.
Ë.Ä.Êóäðÿâöåâ. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ì., Äðîôà, 2003.
Ä.Ò.Ïèñüìåííûé. Êîíñïåêò ëåêöèé ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå. Ì., 2009,
Èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷íèêîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è ñâÿçàííûì ñ íèì

âîïðîñàì. Óïîìÿíåì çäåñü
Ã.Í.Áåðìàí. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. ÑÏá., "Ïðîôåñ-

ñèÿ 2005.
Á.Ï.Äåìèäîâè÷. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ì. Èçä-âî

Ìîñê. óíèâåðñèòåòà, 1997.

3 Îñíîâíûå ñòðóêòóðû

3.1 Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì.
Ïðèìåðû.
1. Ìíîæåñòâî áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.
2. Ìíîæåñòâî öèôð.
3. Ïóñòîå ìíîæåñòâî (îáîçíà÷àåòñÿ ∅ ).
Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A, a /∈ A îçíà÷àåò, ÷òî a íå ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíòîì A. Âûðàæåíèå B ⊂ A îçíà÷àåò, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A - âñå
ýëåìåíòû B ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ýëåìåíòàìè A.

Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ, çàäàíèåì ýëåìåíòîâ ñ ïîìî-
ùüþ îïèñàíèÿ èõ ñâîéñòâ è ò.ä.

3.2 Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè

1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ õîòÿ
áû â îäíî èç ìíîæåñòâ A èëè B. Îáîçíà÷àåòñÿ C = A

∪
B.
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2.Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ
A è B. Îáîçíà÷àåòñÿ C = A

∩
B.

3. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè áîëåå øè-
ðîêîãî ìíîæåñòâà Z (íàïðèìåð, îòðåçêè íà âåùåñòåííîé îñè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè
âåùåñòâåííîé îñè). Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäèòñÿ åùå îäíà îïåðàöèÿ ñ ìíîæåñòâàìè. Ïóñòü
A ⊂ Z, òîãäà A - ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû Z, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè A. A íàçûâàþò äîïîëíåíèåì A.

Ýòè îïåðàöèè îáëàäàþò íàáîðîì ñâîéñòâ, êîòîðûå íåòðóäíî ïðîâåðèòü. Ïðèâåäåì çäåñü
íåêîòîðûå èç íèõ.

1. A
∪
A = A, A

∩
A = A.

2. (A
∪
B)
∩
C = (A

∩
C)
∪
(B
∩
C).

3. A
∪
(B
∩

C) = (A
∪
B)
∩
(A
∪
C).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèâàòü ìíîæåñòâà ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B, ïðè÷åì êàæäîìó ýëåìåíòó B ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìåæäó A è B óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè.

Ïðèìåðû.
1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
2. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
3. Îòðåçîê [0, 1] ýêâèâàëåíòåí îòðåçêó [0, 1/2].
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ

ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
Ïðèìåðû.
1. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ñ÷åòíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.
2. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.
3. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.
Òåîðåìà Êàíòîðà. Ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0, 1] íåñ÷åòíî.
Çàìå÷àíèå. Â îñíîâíîì â äàëüíåéøåì ðå÷ü ïîéäåò î ïîäìíîæåñòâàõ âåùåñòâåííîé

îñè, êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àåì R. Ìû íå áóäåì èçëàãàòü ñòðîãóþ òåîðèþ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òàêóþ òåîðèþ ìîæíî íàéòè â áîëåå ïðîäâèíóòûõ ó÷åáíèêàõ, íàïðèìåð,
â ó÷åáíèêå àíàëèçà Ôèõòåíãîëüöà. Äëÿ íàñ áóäåò äîñòàòî÷íî "øêîëüíîå"ïðåäñòàâëåíèå
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êàê òî÷åê îñè (âåùåñòâåííîé îñè) èëè êàê ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ äå-
ñÿòè÷íûìè äðîáÿìè (âîçìîæíî, ñ áåñêîíå÷íîé ìàíòèññîé). Ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü òàêèå "èíòóèòèâíî ÿñíûå"ñâîéñòâà âåùåñòâåííîé îñè, êàê åå "ïëîòíîñòü "íåïðåðûâ-
íîñòü"è ò.ä.

3.3 Ôóíêöèè è ñïîñîáû èõ çàäàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâîé ôóíêöèåé f(x) ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî
ïîäìíîæåñòâà A âåùåñòâåííîé îñè íà íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî B âåùåñòâåííîé îñè. A
ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, B - îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x).

Ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ÿâíîé ôîðìóëîé, òàáëèöåé, ãðàôè÷åñêèì îáðàçîì èëè
ñëîâåñíûì îïèñàíèåì.

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè îòîáðàæåíèå f(x) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, òî ìîæíî êàæäî-
ìó ýëåìåíòó y ∈ B ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òîò ýëåìåíò x ∈ A, êîòîðûé ïåðåâîäèòñÿ â
y îòîáðàæåíèåì f(x). Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé, îíà îáî-
çíà÷àåòñÿ x = f−1(y). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, x = f−1(f(x)), y = f(f−1(y)).
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Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëîâûå ôóíêöèè y = f(x) : A → B, z = g(y) :
B → C. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå A → C, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: z = g(f(x)). Ýòà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f(x) è
g(y) èëè ñëîæíîé ôóíêöèåé. Èíîãäà òàêàÿ ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ z = (g ◦ f)(x).

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ïðèâåäåì ñïèñîê ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ
çíàêîìñòâî ñ íèìè â ðàìêàõ øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, òàê ÷òî ÷èòàòåëþ èçâåñòíû èõ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé.

1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xγ.
2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax.
3. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = loga(x).
4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x, y = arcsinx,

y = arccosx, y = arctg x, y = arcctg x.
5. Ìíîãî÷ëåíû (ïîëèíîìû). Ôóíêöèè âèäà

y = P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n.

×èñëà a0, a1, a2, ..., an íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà. Â ìíîãî÷ëåíå ïðèñóòñòâó-
þò òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé x, ïðè÷åì èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî
ñëàãàåìûõ.

6. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Ôóíêöèè âèäà

y = R(x) =
P (x)

Q(x)
,

ãäå P (x), Q(x) - ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííîé x.
Çàäà÷è.
1. Â êðóãîâîé êîíóñ âûñîòû H ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R âïèñàí öèëèíäð (îáðàçóþùàÿ

öèëèíäðà ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé îñè êîíóñà). Îïðåäåëèòü ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè è îáúåì öèëèíäðà êàê ôóíêöèè ðàäèóñà öèëèíäðà r. Íàéòè îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé.

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàë (0, 1). Íàéòè îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f(x2), f(sinx), f(lnx).

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé

f(x) =
a1x+ b1
a2x+ b2

, x = ϕ(t) =
c1t+ d1
c2t+ d2

ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé è íàéòè âûðàæåíèå äëÿ åå êîýôôèöèåíòîâ.
4. Íàéòè îáðàòíûå ôóíêöèè è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè äëÿ ôóíêöèé
a)

f(x) =
8 + x3

8− x3

.
á)

f(x) =
√
x− 4

.
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3.4 ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N =
{1, 2, 3, ...} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Îáîçíà÷åíèå. Ôóíêöèþ a(n), n ∈ N îáîçíà÷àþò an.
Ïðèìåðû. an = (−1)n, an = sin2 n.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, åñëè an <

an+1 ïðè n ∈ N. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîíîòîííî óáûâàþùåé, ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùåé, ìî-
íîòîííî íåóáûâàþùåé ( an > an+1, an ≥ an+1, an ≤ an+1 ïðè n ∈ N).

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî |an| < M ïðè n ∈ N. Ñîîòâåòñòâåííî, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó,
îãðàíè÷åííîé ñíèçó (an < M , an > −M ïðè n ∈ N).

4 Ïðåäåëû. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Èçó÷åíèå ïðåäåëîâ - ñïîñîá èññëåäîâàòü ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íåêî-
òîðîé òî÷êè. Ìû íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ó îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - ìíîæåñòâà N - åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà, ïîäëåæàùàÿ îáñóæäå-
íèþ - áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Ó ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîäìíîæåñòâå âåùåñòâåííîé
îñè R, òàêèõ òî÷åê â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ "ìíîãî".

4.1 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

4.1.1 Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîå ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî ïðè n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ: |an − A| < ε.

Îáîçíà÷åíèå. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò

lim
n→+∞

an = A,

èëè
an −−−−→

n→+∞
A.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, ÷òî

1

n
−−−−→
n→+∞

0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ε > 0. Òîãäà ïðè n > N = ε−1 ïîëó÷èì: 0 < 1/n < 1/N =
ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n > N èìååò ìåñòî |1/n− 0| < ε.

Íå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ïðåäåë. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü an = (−1)n íå èìååò ïðåäåëà.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ïîñëåäíèé ôàêò.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò ïðåäåëîì +∞, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî A > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an > A.
Îáîçíà÷åíèå. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò

lim
n→+∞

an = +∞,

èëè
an −−−−→

n→+∞
+∞.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà limn→+∞ an = −∞.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâà-

þò áåñêîíå÷íî ìàëîé. Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàçûâàþò áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Òîãäà an - îãðàíè÷åí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü ε > 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, ñó-
ùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ |an − A| < ε, èëè A− ε < an < A+ ε.
Ïóñòü M = max{|a1|, |a2|, ..., |aN |, |A−ε|, |A+ ε|}. Òîãäà äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ: |an| ≤ M .
÷.ò.ä.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë A,

an −−−−→
n→+∞

A.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = (an − A) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü òîëüêî îäèí ïðåäåë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò äâà ïðåäåëà,

an −−−−→
n→+∞

A,

an −−−−→
n→+∞

B,

A ̸= B. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà A è B êîíå÷íûå. Âîçüìåì ε =
|A−B|/3. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, íàéäåòñÿ òàêîå N1, ÷òî ïðè n > N1 âûïîëíÿåòñÿ
A− ε < an < A+ ε. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íàéäåòñÿ N2 òàêîå, ÷òî ïðè n > N2 âûïîëíÿåòñÿ
B − ε < an < B + ε. Òîãäà ïðè n > max(N1, N2) âûïîëíÿþòñÿ îáà íàáîðà íåðàâåíñòâ, ÷òî
íåâîçìîæíî - îòðåçêè (A− ε, A+ ε), (B − ε,B + ε) íå ïåðåñåêàþòñÿ. ÷.ò.ä.

4.1.2 Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ

Çäåñü ïðèâåäåíà ñåðèÿ òåîðåì, îïèñûâàþùàÿ ïðåäåë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ êîíå÷íûé ïðåäåë.

Òåîðåìà. Ïóñòü
lim

n→+∞
an = A, lim

n→+∞
bn = B,

ïðè÷åì A è B - êîíå÷íûå ÷èñëà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an + bn) èìååò êîíå÷íûé
ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
n→+∞

(an + bn) = A+B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà,
ñóùåñòâóåò òàêîå N1, ÷òî ïðè âñåõ n > N1 âûïîëíÿåòñÿ:

|an − A| < ε/2. (1)

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ñóùåñòâóåò òàêîå N2, ÷òî ïðè âñåõ n > N2 âûïîëíÿåòñÿ:

|bn −B| < ε/2. (2)

Ïóñòü N = max(N1, N2). Òîãäà ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1) è (2). Èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì: ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ

|(an + bn)− (A+B)| < |an − A|+ |bn −B| < ε/2 + ε/2 = ε. (3)
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÷.ò.ä.
Òåîðåìà. Ïóñòü

lim
n→+∞

an = A, lim
n→+∞

bn = B,

ïðè÷åì A è B - êîíå÷íûå ÷èñëà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an ·bn) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë,
ïðè÷åì

lim
n→+∞

(an · bn) = A ·B.

Òåîðåìà. Ïóñòü
lim

n→+∞
an = A, lim

n→+∞
bn = B,

ïðè÷åì A è B - êîíå÷íûå ÷èñëà, B ̸= 0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an/bn) èìååò êîíå÷íûé
ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
n→+∞

(an/bn) = A/B.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïðè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ an < M äëÿ êàêîãî-òî ÷èñëà M < ∞, ïðè÷åì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë,

lim
n→+∞

an = A.

Òîãäà A ≤ M (ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó).
Çàìå÷àíèå. Ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâóþò àíàëîãè ýòèõ òåîðåì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí

èç ïðåäåëîâ (èëè îáà ïðåäåëà) áåñêîíå÷åí.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäåëå ñóììû, åñëè îäíà èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, âòîðàÿ - áåñêîíå÷íûé.

4.1.3 Àðèôìåòèêà áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Òåîðåìà. Ïóñòü an, bn - áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè n → +∞. Òîãäà (an + bn) - áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ ïðè n → +∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü an - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè n → +∞, bn - îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Òîãäà an · bn - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè n → +∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü an - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè n → +∞,

lim
n→+∞

bn = B,

ïðè÷åì B - êîíå÷íîå ÷èñëî, B ̸= 0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an/bn) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ïðè n → +∞.

Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íî ìàëûå an, bn íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë

lim
n→+∞

an/bn = θ,

ïðè÷åì θ ̸= 0, θ ̸= ±∞. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: an ∼ bn ïðè n → +∞.

4.1.4 Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ

Ñëåäóþùèå òåîðåìû óêàçûâàþò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.
Òåîðåìà. Ïóñòü an - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñâåð-

õó. Òîãäà îíà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.
Ñëåäñòâèå. Åñëè an - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îíà èìååò ïðå-

äåëîì ëèáî = +∞, ëèáî êîíå÷íîå ÷èñëî.
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Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Òåîðåìà. Ïóñòü an - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó.

Òîãäà îíà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.
Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ âñåõ n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà an ≤ bn ≤ cn, è

lim
n→+∞

an = A, lim
n→+∞

cn = A.

Òîãäà bn òàêæå èìååò ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
n→+∞

bn = A.

Êðèòåðèé Êîøè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìåëà êîíå÷íûé ïðåäåë,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëî òàêîå N , ÷òî ïðè âñåõ
m,n > N âûïîëíÿëîñü |an − am| < ε.

4.1.5 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ

Çäåñü ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè
ýòîì ìû èñïîëüçóåì ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû îá àðèôìåòèêå ïðåäåëîâ.

1.
an = (n+ 1)2/n2.

Íàïîìíèì, ÷òî 1/n −−−−→
n→+∞

0, òàê ÷òî 1/n2 = 1/n · 1/n −−−−→
n→+∞

0. Èòîãî

an =
n2 + 2n+ 1

n2
= 1 + 2 · 1

n
+

1

n2
−−−−→
n→+∞

1.

2.

an =
2n3 − 100n2 + 1

100n2 − 23n
.

Âûäåëÿåì â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñòàðøèå ñòåïåíè ïåðåìåííîé n, ñòðåìÿùåéñÿ ê +∞:

an =
n3(2− 100 1

n
+ 1

n3 )

n2(100− 23 1
n
)

= n ·
(2− 100 1

n
+ 1

n3 )

(100− 23 1
n
)

.

Ñêîáêà â ÷èñëèòåëå èìååò ïðåäåëîì ïðè n → +∞ ÷èñëî 2, ñêîáêà â çíàìåíàòåëå èìååò
ïðåäåëîì ÷èñëî 100. Ìíîæèòåëü n ñòðåìèòñÿ ê +∞, òàê ÷òî â èòîãå èìååì:

an −−−−→
n→+∞

+∞.

3.
an =

√
n2 + 6n+ 1−

√
n2 + 2n− 4.

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ íà "ñîïðÿæåííîå"âûðàæåíèå,

an =
(
√
n2 + 6n+ 1−

√
n2 + 2n− 4)(

√
n2 + 6n+ 1 +

√
n2 + 2n− 4)√

n2 + 6n+ 1 +
√
n2 + 2n− 4

=

n2 + 6n+ 1− (n2 + 2n− 4)√
n2 + 6n+ 1 +

√
n2 + 2n− 4

=
4n+ 5√

n2 + 6n+ 1 +
√
n2 + 2n− 4

.
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Çàòåì âûíîñèì ñòàðøóþ ñòåïåíü n â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå,

an =
n(4 + 5

n
)

n(
√
1 + 6

n
+ 1

n2 +
√
1 + 2

n
− 4

n2 )
=

4 + 5
n√

1 + 6
n
+ 1

n2 +
√
1 + 2

n
− 4

n2

.

Ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ ðàâåí 4, ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ ðàâåí 2. Â èòîãå íàõîäèì:

an −−−−→
n→+∞

2.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû an ïðè n → +∞.
1.

an =
(2n3 − 3n+ 1)1/3

2n− 7
.

2.

an =
(20n2 + 3)1/3

2n+ 5
.

3.

an =
(n+ 1)3 − (n− 1)3

n2 + 7n+ 1
.

4.

an =
(n+ 2)!− n!

(n+ 1)!
.

5.

an =
(n5 + 1)1/3 − (n2 + 5)1/2

(n4 + 3)1/2 − 2
.

6.

an =
1 + 2 + 3 + ...+ n

n+ 1
− n+ 1

2

4.1.6 Çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Òåîðåìà.

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e, (4)

ãäå e- êîíå÷íîå ÷èñëî, e = 2.71828... (ýòî ÷èñëî e ñëóæèò îñíîâàíèåì íàòóðàëüíûõ ëîãà-
ðèôìîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (1 + 1/n)n ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò èìåòü êîíå÷íûé ïðåäåë.
Âû÷èñëåíèå åãî çíà÷åíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè áîëåå ïðîäâèíóòûìè ìåòîäàìè, êîòîðûå áóäóò
îáñóæäàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ðàñêðîåì ñêîáêè, èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà,

an = 1 +
n

1
· 1
n
+

n(n− 1)

1 · 2
· 1

n2
+

n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
· 1

n3
+ ...+

n(n− 1)(n− 2)...2 · 1
1 · 2 · 3... · n

· 1

nn
=

1 + 1 +
1

1 · 2
·
(
1− 1

n

)
+

1

1 · 2 · 3
·
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ ...

+
1

1 · 2 · 3... · n
·
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
...

(
1− n− 1

n

)
.
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Ïîñëåäíÿÿ ñóììà âêëþ÷àåò n + 1 ñëàãàåìîå. Ïðè óâåëè÷åíèè n ÷èñëî ñëàãàåìûõ óâåëè-
÷èâàåòñÿ. Êàæäûé ñîìíîæèòåëü â ñëàãàåìûõ ñóììû ïðè óâåëè÷åíèè n óâåëè÷èâàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, an ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè n.

Äàëåå, âûáðàñûâàÿ ìíîæèòåëè â ñêîáêàõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìåíüøå 1, ïîëó÷àåì:

an < 1 + 1 +
1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ ...+

1

1 · 2 · 3... · n
.

Çàìåíÿÿ êàæäûé ìíîæèòåëü â çíàìåíàòåëÿõ, áîëüøèé 2, íà 2 (è óâåëè÷èâàÿ òåì ñàìûì
ïðàâóþ ÷àñòü), ïîëó÷àåì:

an < 1 + 1 +
1

2
+

1

2 · 2
+ ...+

1

2 · 2 · 2.... · 2
< 1 +

1− 2−n

1− 2−1
< 3.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññè ñ ïîêàçàòåëåì 2−1.
÷.ò.ä.

4.2 Ôóíêöèè íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé

4.2.1 Îïðåäåëåíèÿ

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïîäèíòåðâàëå [a, b] ⊂ R. Â äàííîì ñëó-
÷àå ìîæíî îáñóæäàòü ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè x0 ∈
[a, b], ïðè÷åì ê òî÷êå ìîæíî ïðèáëèæàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè; ñîîòâåòñòâåííî, èìååòñÿ
íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî (x0 − ε, x0 + ε) ïðè ε > 0 íàçûâàþò îêðåñòíîñòüþ (èëè
ε−îêðåñòíîñòüþ) òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîå ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì f(x) ïðè x → x0, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x−x0| < δ
âûïîëíÿåòñÿ |f(x)− A| < ε.

Îáîçíà÷åíèå. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
x→x0

f(x) = A,

èëè
f(x) −−−→

x→x0

A.

Åñëè ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êå ñëåâà, êîíñòðóêöèþ ñëåäóåò ñîîò-
âåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîå ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïðåäåëîì f(x) ïðè x → x0,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
x0 − δ < x < x0 âûïîëíÿåòñÿ |f(x)− A| < ε.

Îáîçíà÷åíèå. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
x→x0−0

f(x) = A,

èëè
f(x) −−−−−→

x→x0−0
A.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà ñïðàâà, îáîçíà÷àåòñÿ îí

lim
x→x0+0

f(x) = A,
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èëè
f(x) −−−−−→

x→x0+0
A.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðàâîãî ïðåäåëà.
Íåñêîëüêî èçìåíÿÿ ôîðìóëèðîâêó áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìå-

åì
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ∈ [a, b] ïðåäåë +∞, åñëè

äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî f(x) > A.

Îáîçíà÷åíèå. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò

lim
x→x0

f(x) = +∞,

èëè
f(x) −−−→

x→x0

+∞.

Äàëåå ñëåäóåò îïðåäåëèòü ëåâûé áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, ïðàâûé áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, .....
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Êàêèå åùå ìîãóò áûòü ïðåäåëüíûå ñèòóàöèè, òðåáóþùèå

îïðåäåëåíèÿ?
Îïðåäåëåíèå. Åñëè f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé 0, ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò

áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x = x0. Åñëè f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé+∞, ôóíêöèþ
f(x) íàçûâàþò áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x = x0.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë A. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) = f(x) − A
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x = x0.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

4.2.2 Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ

Çäåñü ïðèâåäåíà ñåðèÿ òåîðåì, îïèñûâàþùàÿ ïðåäåë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî
ôóíêöèé, èìåþùèõ â òî÷êå x0 êîíå÷íûé ïðåäåë. Èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü è äëÿ ñëó÷àÿ ëåâûõ
ïðåäåëîâ, ïðàâûõ ïðåäåëîâ, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x0 ìîæåò áûòü êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé
(x0 = ±∞).

Òåîðåìà. Ïóñòü
lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B,

ïðè÷åì A è B - êîíå÷íûå ÷èñëà. Òîãäà ôóíêöèÿ (f(x) + g(x)) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íûé
ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = A+B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà,
ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1) âûïîëíÿåòñÿ:

|f(x)− A| < ε/2. (5)

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ (x0 − δ2, x0 + δ2) âûïîëíÿ-
åòñÿ:

|g(x)−B| < ε/2. (6)

Ïóñòü δ = min(δ1, δ2). Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) âûïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåíñòâà
(5) è (6). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì: ïðè âñåõ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)
âûïîëíÿåòñÿ

|(f(x) + g(x))− (A+B)| < |f(x)− A|+ |g(x)−B| < ε/2 + ε/2 = ε. (7)
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÷.ò.ä.
Òåîðåìà. Ïóñòü

lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B,

ïðè÷åì A è B - êîíå÷íûå ÷èñëà. Òîãäà ôóíêöèÿ (f(x) · g(x)) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íûé
ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = A ·B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà. Ïóñòü

lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B,

ïðè÷åì A è B - êîíå÷íûå ÷èñëà, B ̸= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x)/g(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷-
íûé ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
x→x0

(f(x)/g(x)) = A/B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) < M äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→x0

f(x) = A.

Òîãäà A ≤ M (ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàìå÷àíèå. Ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâóþò àíàëîãè ýòèõ òåîðåì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí

èç ïðåäåëîâ (èëè îáà ïðåäåëà) áåñêîíå÷åí, à òàêæå äëÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ïðåäåëîâ.

4.2.3 Àðèôìåòèêà áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Äëÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî ïåðåìåííîãî òàêæå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ - êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðåäåëå, ëåâîì ïðåäå-
ëå, ïðàâîì ïðåäåëå. Ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x0 ìîæåò áûòü êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé
(x0 = ±∞).

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x), g(x) - áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → x0. Òîãäà (f(x) + g(x)) -
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → x0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → x0, g(x) - îãðàíè÷åííàÿ â îêðåñòíîñòè

x = x0 ôóíêöèÿ. Òîãäà f(x) · g(x) - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → x0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → x0,

lim
x→x0

g(x) = B,

ïðè÷åì B - êîíå÷íîå ÷èñëî, B ̸= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ (f(x)/g(x)) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè
x → x0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → x0 f(x), g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
x→x0

f(x)/g(x) = θ,

ïðè÷åì θ ̸= 0, θ ̸= ±∞. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) ∼ g(x) ïðè
x → x0.
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4.2.4 Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ

Ñëåäóþùèå òåîðåìû óêàçûâàþò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë ïðè x → x0.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó. Òîãäà

îíà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → x0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëåäñòâèå. Åñëè f(x) - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, îíà èìååò ïðåäåëîì ëèáî

+∞, ëèáî êîíå÷íîå ÷èñëî.
Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèè.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó. Òîãäà

îíà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → x0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà f(x) ≤ g(x) ≤ h(x), è ïðè x → x0

lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

h(x) = A.

Òîãäà g(x) òàêæå èìååò ïðåäåë ïðè x → x0, ïðè÷åì

lim
x→x0

g(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êðèòåðèé Êîøè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) èìåëà êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → x0,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëî òàêîå δ, ÷òî ïðè âñåõ
x1, x2 ∈ (x0 − δ, x0 + δ) âûïîëíÿëîñü |f(x1)− f(x2)| < ε.

4.2.5 Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Çäåñü ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ò.í. "ðàñêðû-
òèè íåîïðåäåëåííîñòåé". Ïðåäñòàâëåííûå íèæå ñîîòíðîøåíèÿ "ðàñêðûâàþò íåîïðåäåëåí-
íîñòè"âèäà 0

0
, ∞
∞ , 1∞ è ò.ï. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò ôóíêöèè x ñòðåìèòñÿ ê

0 èëè ∞. Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññìîòðåíèé, ïîòîìó ÷òî êîíå÷íóþ òî÷êó x = a
ìîæíî çàìåíîé ïåðåìåííîé x = a+ x′ ïåðåâåñòè â òî÷êó x′ = 0, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî âûïè-
ñûâàòü ñîîòíîøåíèÿ òîëüêî äëÿ òî÷êè x = 0. Äàëåå, ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ
ðàâåíñòâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû
â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ìû äàäèì íåñêîëüêî ïîçæå,
òàê ÷òî òóò ìû íàðóøàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ.

1. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè x, ïðîáåãàþùèõ öåëûå çíà÷åíèÿ n, ìû óæå
äîêàçàëè. Ïóñòü òåïåðü x íå öåëîå. Íàéäåì òàêîå n, ÷òî n < x < n + 1, òîãäà ìîæíî
íàïèñàòü î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà:(

1 +
1

n+ 1

)n

<

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

n

)n+1

.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè x → +∞, òî ñîîòâåòñòâóþùåå n òàêæå ñòðåìèòñÿ ê +∞. Äàëåå,(
1 +

1

n+ 1

)n

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

·
(
1 +

1

n+ 1

)−1

.
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Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü çäåñü èìååò ïðåäåëîì ïðè n → +∞ ÷èñëî e, âòîðîé - 1. Àíàëîãè÷íî(
1 +

1

n

)n+1

=

(
1 +

1

n

)n

·
(
1 +

1

n

)
.

È îïÿòü - ïåðâûé ñîìíîæèòåëü çäåñü èìååò ïðåäåëîì ïðè n → +∞ ÷èñëî e, âòîðîé - 1. Â
èòîãå ïðèõîäèì ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó. ÷.ò.ä.

2. Ëîãàðôìè÷åñêèé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Çàìå÷àíèå. Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè îáñóæäàåòñÿ ôóíêöèÿ loga(x) - ëîãàðèôì
ïî îñíîâàíèþ a. Â ñëó÷àå, êîãäà a = e, ëîãàðèôì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ
lnx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì y = x−1, òîãäà ïðè x → 0 èìååì: y → ∞. Ïðè ýòîì

A = lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

y→∞
ln

(
1 +

1

y

)y

.

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ëîãàðèôìà, ïðîäîëæàåì:

A = ln

[
lim
y→∞

(
1 +

1

y

)y]
= ln e = 1.

÷.ò.ä.
3. Ïîêàçàòåëüíûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ z = ex − 1. Òîãäà x = ln(1 + z) è ïðè
x → 0 èìååì : z → 0. Â íîâûõ òåðìèíàõ ïåðåïèñûâàåì íàø çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
z→0

z

ln(1 + z)
.

Ýòîò ïðåäåë óæå âû÷èñëåí - îí ðàâåí 1. ÷.ò.ä.
4. Ñòåïåííîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ln(1 + x) = x · E1(x), (e
z − 1)z−1 = E2(z), òàê ÷òî ez =

1 + zE2(z). Êàê òîëüêî ÷òî áûëî ïîêàçàíî,

E1(x) −−→
x→0

1, E2(z) −−→
z→0

1.

Òîãäà
(1 + x)α = eαxE1(x) = 1 + αxE1(x) · E2(αxE1(x)),

è
(1 + x)α − 1

x
= αE1(x)E2(αxE1(x)) −−→

x→0
α.
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Ðèñ. 1: Ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó.

5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàðòèíêå èçîáðàæåí êðóãîâîé ñåêòîð MOA, ðàäèóñ êðóãà ðà-
âåí 1 (òàê ÷òî äëèíà îòðåçêîâ OM è OA ðàâíà 1), óãîë â âåðøèíå ñåêòîðà ðàâåí x.
Ëèíèÿ AC - êàñàòåëüíàÿ, òðåóãîëüíèê △OCA - ïðÿìîóãîëüíûé. Â ñåêòîð MOA âïèñàí
òðåóãîëüíèê △OMA. Î÷åâèäíî, ÷òî △OMA⊂ MOA ⊂△OCA, òàê ÷òî ïëîùàäè ýòèõ îáúåêòîâ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: S△OMA

< SMOA < S△OCA
. Ïåðåâåäåì òåïåðü âñå ýòî íà ÿçûê ôîð-

ìóë. Òðåóãîëüíèê △OMA èìååò ñòîðîíó OM äëèíû 1, íà íåå îïóùåíà âûñîòà äëèíû sinx,
òàê ÷òî S△OMA

= sin x/2. Òðåãîëüíèê △OCA - ïðÿìîóãîëüíûé, îäèí êàòåò OA èìååò äëèíó
1, âòîðîé CA èìååò äëèíó tg x. Ñëåäîâàòåëüíî, S△OCA

= tg x/2. Ñåêòîð MOA âûðåçàí
èç êðóãà ðàäèóñà 1, óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí x, òàê ÷òî SMOA = x/2. Â èòîãå ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà:

(sinx)/2 < x/2 < (tg x)/2.

Èëè, äåëÿ íà sin x, ïåðåâîðà÷èâàÿ è óáèðàÿ äâîéêè,

cos x <
sinx

x
< 1.

Èçâåñòíî, ÷òî cos x → 1 ïðè x → 0 (çäåñü ìû èñïîëüçóåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè cosx).
Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìÿòñÿ ê 1 ïðè x → 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, è öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò òîò æå ïðåäåë. ÷.ò.ä.

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïðè x → 0

1. ln(1 + x) ∼ x,
2. ex − 1 ∼ x,
3. (1 + x)α − 1 ∼ α · x,
4. sinx ∼ x.
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñóøåñòâåííî óïðîùàþò âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ.
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Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→0

(e3x − 1) sin 5x

ln(1 + 2x) · sin 2x
.

Òàê êàê x → 0, òî 2x → 0, 3x → 0 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, e3x − 1 ∼ 3x, sin 5x ∼ 5x,
ln(1+2x) ∼ 2x, sin 2x ∼ 2x. Ïîäñòàâëÿÿ è ñîêðàùàÿ îäèíàêîâûå ñîìíîæèòåëè â ÷èñëèòåëå
è çíàìåíàòåëå, íàõîäèì:

lim
x→0

(e3x − 1) sin 5x

ln(1 + 2x) · sin 2x
= lim

x→0

3x · 5x
2x · 2x

=
15

4
.

4.2.6 Ñïèñîê âàæíåéøèõ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

Èìååòñÿ ñïèñîê îñíîâíûõ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Îí ôèêñèðóåò ïîâåäåíèå îñíîâíûõ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, êîãäà èõ àðãóìåíò ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè 0.

1.

lim
x→+∞

ax =
∞, a > 1,
0, 0 < a < 1.

2.

lim
x→−∞

ax =
0, 0 < a < 1
∞, a > 1.

3.
lim

x→+∞
lnx = ∞.

4.
lim

x→−∞
lnx = 0.

5.

lim
x→+∞

xb =
∞, b > 0,
0, 0 < b < 1.

6.

lim
x→+0

xb =
0, b > 0,

+∞, 0 < b < 1.

7.
lim

x→+∞
x

1
x = 1.

8. Åñëè a > 1, òî ïðè ëþáîì b

lim
x→+∞

ax

xb
= +∞.

9. Åñëè b > 0, òî

lim
x→+∞

xb

lnx
= +∞.

Äâà ïîñëåäíèõ ïðåäåëüíûõ îòíîøåíèÿ "ñðàâíèâàþò"ìåæäó ñîáîé áåñêîíå÷íî áîëüøèå
ïðè x → +∞ ôóíêöèè ax, xb, lnx.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäå-
ëîâ.
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1.

lim
x→+∞

4x6 − x3 + 2x

2x6 − 3
.

Âûäåëÿÿ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñòàðøóþ ñòåïåíü "áîëüøîé"ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì:

A = lim
x→+∞

x6(4− x−3 + 2x−5)

x6(2− 3x−6)
= lim

x→+∞

(4− x−3 + 2x−5)

(2− 3x−6)
= 2.

2.

lim
x→+0

√
1 + 2x−

√
1− 3x

sin 3x
.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó âûøå ñòåïåííîìó è òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó çàìå÷àòåëüíûì ïðåäå-
ëàì, èìååì:

√
1 + 2x ∼ 1+ 2x/2,

√
1− 3x ∼ 1− 3x/2, sin 3x ∼ 3x ïðè x → +0. Ïîäñòàâëÿÿ,

íàõîäèì:

lim
x→+0

√
1 + 2x−

√
1− 3x

sin 3x
= lim

x→+0

1 + x− (1− 3x/2)

3x
=

5

6
.

3.

lim
x→+7

√
2 + x− 3

x− 7
.

Ñäåëàåì ñíà÷àëà çàìåíó ïåðåìåííûõ x = 7 + t, òàê ÷òî t → 0 êîãäà x → 7. Ïåðåïèñûâàÿ
â íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì:

A = lim
x→+7

√
2 + x− 3

x− 7
= lim

t→0

√
9 + t− 3

t
= lim

t→0

3
√

1 + t/9− 3

t
.

Ñîãëàñíî ñòåïåííîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó, èìååì:
√

1 + t/9 ∼ 1 + t/18 ïðè t → +0. Â
èòîãå ïîëó÷àåì:

A = lim
t→0

3(1 + t/18)− 3

t
=

1

6
.

4.

lim
x→+∞

(
x+ 3

x− 2

)x

.

Ìû ïðèâåäåì äâà âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ïðåäåëà. Ñíà÷àëà íåìíîãî òðàíñôîðìèðóåì ýòîò ïðå-
äåë,

A = lim
x→+∞

(
x+ 3

x− 2

)x

= lim
x→+∞

(
x− 2 + 5

x− 2

)x

= lim
x→+∞

(
1 +

5

x− 2

)x

.

Ñäåëàåì òàêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ÷òîáû âíóòðè ñêîáêè ñòîÿëî âûðàæåíèå
(
1 + 1

t

)
. Ïî-

ëîæèì: (x− 2)/5 = t, òàê ÷òî x = 5t+ 2. Ïðè ýòîì t → +∞ ïðè x → +∞. Ïîëó÷àåì:

A = lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)5t+2

= lim
t→+∞

((
1 +

1

t

)t
)5(

1 +
1

t

)2

.

Èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, ïîëó÷àåì: A = e5. (Âòîðàÿ ñêîáêà èìååò ïðåäå-
ëîì 1).

Âåðíåìñÿ ê íà÷àëó âû÷èñëåíèÿ è ïåðåïèøåì ïðåäåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = lim
x→+∞

(
1 +

5

x− 2

)x

= lim
x→+∞

ex ln(1+ 5
x−2).
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Ïðè x → +∞ èìååì: 5/(x− 2) → 0. Èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìè÷åñêèé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë,
ïîëó÷àåì: ln

(
1 + 5

x−2

)
∼ 5

x−2
ïðè x → +∞. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â íàø ïðåäåë, ïîëó÷àåì:

A = lim
x→+∞

ex·
5

x−2 = e5.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû.
1.

lim
x→0

3x3 − 2x+ 1

10x4 − 2x3 + 2
.

2.

lim
x→1

x3 − 1

x4 + 3x2 − 1
.

3.

lim
x→−1

x2 + 4x− 1

x3 + 1
.

4.

lim
x→0

(1− 2x)1/4 − (1 + 3x)1/3

sin 2x
.

5.

lim
x→0

√
x2 + 4− 2√
x2 + 16− 4

.

6.

lim
x→2

√
x− 2−

√
2 +

√
x√

x2 − 4
.

7.

lim
x→+0

1− cos 2x

5x2
.

8.

lim
x→0

4x2 − 3x

2x2 − 9x
.

9.

lim
x→+∞

x5 − 2x3 + 11x

3x5 + 2x3 − 3
.

10.
lim
x→+0

(cosx)2/x
2

.

4.3 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

4.3.1 Îïðåäåëåíèÿ

Îáñóæäàþòñÿ ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, çàäàííûå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âå-
ùåñòâåííîé îñè (a, b) ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ (a, b), åñëè
1. Èìååòñÿ êîíå÷íûé ïðåäåë

A = lim
x→x0

f(x).

2. Ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, A = f(x0).
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ (a, b) ñëåâà, åñëè
1. Èìååòñÿ êîíå÷íûé ïðåäåë

A = lim
x→x0−0

f(x).

19



2. Ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, A = f(x0).
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ (a, b) ñïðàâà, åñëè
1. Èìååòñÿ êîíå÷íûé ïðåäåë

A = lim
x→x0+0

f(x).

2. Ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, A = f(x0).
Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

îäíîâðåìåííî íåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà â ýòîé òî÷êå.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè îíà

íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå [a, b], åñëè îíà

íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b), â òî÷êå a íåïðåðûâíà ñïðàâà, à â òî÷êå b
íåïðåðûâíà ñëåâà.

4.3.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñ ïîìîùüþ àðèôìåòèêè ïðåäåëîâ íåòðóäíî äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé. Åñëè ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî

1. Ôóíêöèÿ f(x) + g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0,
2. Ôóíêöèÿ f(x) · g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0,

3. Åñëè ïðè ýòîì g(x0) ̸= 0, òî ôóíêöèÿ f(x)
g(x)

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
Òåîðåìà. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òåõ òî÷êàõ, ãäå îíà íå îáðàùà-

åòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Òåîðåìà. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, ôóíêöèÿ g(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 =

f(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ h(x) = g(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ÷èñ-

ëà m è M ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
1. Äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: m ≤ f(x) ≤ M .
2. Ñóùåñòâóþò òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî f(x1) = m, f(x2) = M .
3. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó m < C < M ñóùåñòâóåò xC ∈

[a, b] òàêàÿ, ÷òî f(xC) = C.
×èñëî m íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå [a, b] (íàè-

ìåíüøèì çíà÷åíèåì), ×èñëî m íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì ôóíêöèè f(x) íà èí-
òåðâàëå [a, b] (íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì). Òåîðåìà, â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäàåò, ÷òî íà èíòåð-
âàëå [a, b] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = C äëÿ ëþáîãî C, m ≤ C ≤ M .

4.3.3 Ðàçðûâû ôóíêöèè

Íàðóøåíèå òîãî èëè èíîãî óñëîâèÿ, ôèêñèðóþùåãî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x0,
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îñîáåííîñòè â ëîêàëüíîì ïîâåäåíèè ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë A = limx→x0 f(x) , ïðè÷åì A ̸= f(x0),
òî÷êà x = x0 íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x).

Óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó ìîæíî "èñïðàâèòü îïðåäåëèâ f(x) = A, òàê ÷òî òî÷êà x0

ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè "èñïðàâëåííîé"f(x).
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ëåâûå è ïðàâûå ïðåäåëû f(x) â òî÷êå x0,

íî îíè íå ñîâïàäàþò, òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(x).
Ïðèìåð. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ôóíêöèè ñ ðàçðûâîì ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ-

ñòóïåíüêà θ(x), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: θ(x) = 0, x < 0, θ(x) = 1, x ≥ 0.
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Îíà èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå x = 0. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â
åñòåñòâîçíàíèè, åå èñïîëüçîâàíèå èìèòèðóåò ðåçêîå "âêëþ÷åíèå"òîãî èëè èíîãî ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóþò ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x =
x0, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ áåñêîíå÷åí, òî÷êà x = x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà
âòîðîãî ðîäà ôóíêöèè f(x).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = 1/x íà âåùåñòâåííîé îñè. Â òî÷êå x = 0 îíà èìååò
ëåâûì ïðåäåëîì −∞, ïðàâûì ïðåäåëîì +∞. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ
y = 1/x èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà âî âñåõ, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà, òî÷êàõ èíòåðâàëà (a, b), åå íàçûâàþò êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a, b).

Çàäà÷è. Íàéòè è èññëåäîâàòü òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé:
1.

y = e
1

x−2 .

2.

y =
1

x2 − 4
.

3.

y = sin

(
π

x+ 3

)
.

4.

y = arctg

(
1

x

)
.

5 Ïðîèçâîäíàÿ, äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

5.1 Ïðîèçâîäíàÿ

5.1.1 Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé - îäíî èç êëþ÷åâûõ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Ïóñòü f(x) çàäàíà
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R, òî÷êà x0 ∈ (a, b). Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

A(x0,△ x) =
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Ýòî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ - x0 è åùå îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðóþ îáîçíà÷àþò ∆x.
×èñëèòåëü ýòîé äðîáè îáîçíà÷àþò èíîãäà êàê ∆f = f(x0 +∆x) − f(x0) è íàçûâàþò ïðè-
ðàùåíèåì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x, òàê
÷òî

A(x0,∆x) =
∆f

∆x
.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
∆→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= k,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0, èìååò òàì ïðîèçâîä-
íóþ, ðàâíóþ k, êîòîðóþ îáîçíà÷àþò df

dx
(x0) èëè f ′(x0).

Èòàê, åñëè f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0, òî

df

dx
(x0) = f ′(x0) = lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.
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Ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëåíèå ëåâîé ïðîèçâîäíîé, åñëè äîïóñêàòü ëèøü îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ ∆x, è ïðàâîé ïðîèçâîäíîé, äîïóñêàÿ ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ∆x.

Ïðèìåðû.
1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé f(x) = const = C. Â ýòîì ñëó÷àå f(x0+∆x)−f(x0) = C−C = 0,

òàê ÷òî A(x0,∆x) = 0 è èìååì: C ′ = 0.
2. Ðàññìîòðèì f(x) = x2, ñîñòàâèì

A(x0,∆x) =
(x0 +∆x)2 − x2

0

/∆x
=

2x0∆x+ (∆x)2

∆x
= 2x0 +∆x.

Ïðè ∆x → 0 ïîëó÷èì A(x0,∆x) → 2x0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ
äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x, ïðè÷åì (x2)′ = 2x.

Çàìå÷àíèå. Â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) ôóíêöèÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Ïåðâûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.
1. Ïóòü S(t) - ïóòü, ïðîéäåííûé äâèæóùåéñÿ ïî ïðÿìîé òî÷êîé. Òîãäà ìãíîâåííîé

ñêîðîñòüþ òî÷êè áóäåò

v(t) = lim
∆t→0

S(t+∆t)− S(t)

∆t
=

dS

dt
(t).

2. Ïóñòü ÷åðåç äàííîå ñå÷åíèå ïðîâîäà ê ìîìåíòó t ïðîòåê çàðÿä Q(t), òîãäà ýëåêòðè-
÷åñêèé òîê

I(t) = lim
∆t→0

Q(t+∆t)−Q(t)

∆t
=

dQ

dt
(t).

Îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè
y = f(x), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç (áëèçêèå äðóã äðóãó) òî÷êè A è B. Ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ õîðäó
AB. Îòíîøåíèå (f(x+∆x)−f(x))/∆x ñîîòâåòñòâóåò òàíãåíñó óãëà íàêëîíà õîðäû AB. Êî-
ãäà ∆x → 0, òî÷êà B ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå A, ïðè ýòîì õîðäà ïðåâðàùàåòñÿ â êàñàòåëüíóþ ê
ãðàôèêó ôóíêöèè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (x, f(x)). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäåë îòíîøåíèÿ
ïðåâðàùàåòñÿ â òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé. Èòàê, f ′(x) = tgα - çíà÷åíèå ïðîèç-
âîäíîé ðàâíî òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó (x, f(x)).

5.1.2 Ïðîèçâîäíûå îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëîâ,
ïðè÷åì ìû èñïîëüçóåì çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

1. f(x) = xα, f ′(x) = α · xα−1. ×àñòíûé ñëó÷àé α = 0: f(x) = 1, f ′(x) = 0. ×àñòíûé
ñëó÷àé α = 1: f(x) = x, f ′(x) = 1.

Âû÷èñëåíèå. Âûïèñûâàåì:

A(x0,∆x) =
(x0 +∆x)α − xα

0

∆x
= xα

0

(1 + ∆x
x0
)α − 1

∆x
= xα−1

0

(1 + ∆x
x0
)α − 1

∆x
x0

.

Èñïîëüçóÿ ñòåïåííîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë ïðè ∆x/x0 → 0, ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = αxα−1
0 .

2. f(x) = ex, f ′(x) = ex.
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Ðèñ. 2: Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

Âû÷èñëåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå

A(x0,∆x) =
ex0+∆x − ex0

∆x
= ex0

e∆x − 1

∆x
.

Ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëüíîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà ïîëó÷àåì ïðè ∆x → 0:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = ex0 .

3. f(x) = sinx, f ′(x) = cos x.
Âû÷èñëåíèå.

A(x0,∆x) =
sin(x0 +∆x)− sin(x0)

∆x
.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî (ðàçíîñòü ñèíóñîâ ðàâíà...), èìååì:

A(x0,∆x) = 2
sin(∆x/2) cos(x0 +∆x/2)

∆x
=

sin(∆x/2) cos(x0 +∆x/2)

∆x/2
.

Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè ∆x → 0 ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = cos(x0).

4. f(x) = cosx, f ′(x) = − sin x.
Âû÷èñëåíèå.

A(x0,∆x) =
cos(x0 +∆x)− cos(x0)

∆x
.
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Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî (ðàçíîñòü êîñèíóñîâ ðàâíà...), èìååì:

A(x0,∆x) = −2
sin(∆x/2) sin(x0 +∆x/2)

∆x
= −sin(∆x/2) sin(x0 +∆x/2)

∆x/2
.

Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè ∆x → 0 ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = − sin(x0).

5. f(x) = ln x, f ′(x) = 1/x.
Âû÷èñëåíèå.

A(x0,∆x) =
ln(x0 +∆x)− ln(x0)

∆x
=

ln((x0 +∆x)/x0)

∆x
=

1

x0

ln(1 + ∆x/x0)

∆x/x0

.

Ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè ∆x → 0 ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) =
1

x0

.

5.1.3 Ïðîèçâîäíûå îò ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî ôóíêöèé

Ïðîèçâîäíàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ïîýòîìó ñâîéñòâà ïðåäåëîâ
ïðèâîäÿò ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x. Òîãäà
1. Ôóíêöèÿ f(x) + g(x) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x),

,
2. Ôóíêöèÿ f(x) · g(x) äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì (ôîðìóëà Ëåéáíèöà)

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x),

3. Åñëè g(x) ̸= 0, òîãäà f(x)/g(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, ïðè÷åì(
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1.

A(x0,∆x) =
((f(x0 +∆x) + g(x0 +∆x))− (f(x0) + g(x0))

∆x
=

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
+

g(x0 +∆x)− g(x0)

∆x
.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, îáå äðîáè â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè èìåþò ïðåäåëû ïðè
∆x → 0, òàê ÷òî èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ (êîíå÷íûõ!)
ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = f ′(x0) + g′(x0).

2.

A(x0,∆x) =
f(x0 +∆x) · g(x0 +∆x)− f(x0) · g(x0)

∆x
=
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f(x0 +∆x) · g(x0 +∆x)− f(x0 +∆x) · g(x0) + f(x0 +∆x) · g(x0)− f(x0) · g(x0)

∆x
=

f(x0 +∆x)
g(x0 +∆x)− g(x0)

∆x
+ g(x0)

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, ïðè ∆x → 0 âûðàæåíèÿ

g(x0 +∆x)− g(x0)

∆x
,

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

èìåþò ïðåäåëû, ðàâíûå ïðîèçâîäíûì ôóíêöèé g′(x0), f
′(x0). Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) äèô-

ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, çíà÷èò f(x0+∆x) → f(x0) ïðè
∆x → 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0).

3.

A(x0,∆x) =

f(x0+∆x)
g(x0+∆x)

− f(x0)
g(x0)

∆x
=

f(x0 +∆x)g(x0)− f(x0)g(x0 +∆x)

g(x0 +∆x)g(x0)∆x
=

1

g(x0 +∆x)g(x0)

f(x0 +∆x)g(x0)− f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0)− f(x0)g(x0 +∆x)

∆x
=

1

g(x0 +∆x)g(x0)

(
f(x0 +∆x)g(x0)− f(x0)g(x0)

∆x
− f(x0)g(x0 +∆x)− f(x0)g(x0)

∆x

)
.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, ïðè ∆x → 0 âûðàæåíèÿ

g(x0 +∆x)− g(x0)

∆x
,

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

èìåþò ïðåäåëû, ðàâíûå ïðîèçâîäíûì ôóíêöèé g′(x0), f
′(x0). Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) äèô-

ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, çíà÷èò g(x0 +∆x) → g(x0) ïðè
∆x → 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè f(x) = const = C, òî C ′ = 0 è ñîãëàñíî ôîðìóëå
Ëåéáíèöà èìååì:

(Cg(x))′ = Cg′(x).

Ïðèìåðû.
1. Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ïîëó÷àåì:

(x2 + 3ex · x5 − sin x)′ = (x2)′ + 3

2. Âû÷èñëèì (tg x)′, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî tg x = sin x/ cosx. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî, ïîëó÷àåì:

(tg x)′ =
(sinx)′ · cosx− sinx · (cosx)′

cos2 x
=

cos2 x− sin x · (− sinx)

cos2 x
=

1

cos2 x
.

3. Âû÷èñëèì (ctg x)′, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ctg x = cos x/ sinx. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî, ïîëó÷àåì:

(ctg x)′ =
(cos)′ · sinx− cosx · (sinx)′

sin2 x
=

− sin2 x− cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.
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Çàäà÷è.
Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â óêàçàííîé òî÷êå.
1. Âû÷èñëèòü f ′(4),

f(x) = 3x2 − 2
√
x.

2. Âû÷èñëèòü f ′(1),

f(x) =
x3 − 5x+ 1

x2
.

3. Âû÷èñëèòü f ′(2),

f(x) =
3

5− x
+ x2/3.

Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ îò óêàçàííûõ ôóíêöèé.
1. y(x) = 3x3 + 4x+ 7.
2. y(x) = x4 − x3/3 + 2x− 1.
3. y(x) = (x3 − 2x− 1)(x3 + x2 + 1).
4. y(x) =

√
x(x3 + 2

√
x− 1).

5. y(x) = (x+ 1)2(x− 1).
6. y(x) = x · ex.
7. y(x) = x2 · sinx.
8. y(x) = ex · (sinx+ cos x).
9.

y(x) =
1

1 + x2
.

10.

y(x) =
x2 + x+ 1

x3 + 1
.

11.

y(x) =
1− x3

1− x5
.

12.

y(x) = tg x+
ex

1 + x
.

13.

y(x) =

√
x+ 3x3 − 1

7 + 2x
.

14.

y(x) =
sinx

1 + cos x
.

15.

y(x) =
arcsinx

arccosx
.

5.1.4 Ïðîèçâîäíûå îò ñëîæíîé ôóíêöèè, îò îáðàòíîé ôóíêöèè, îò ôóíêöèè,

çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü y = f(x), z = h(y). Ïîäñòàâëÿÿ y â àðãóìåíò ôóíêöèè h(y), ïîëó÷èì êîìïîçèöèþ
ôóíêöèé z = h(g(x)) - ñëîæíóþ ôóíêöèþ. Èíîãäà åå îáîçíà÷àþò z = (h ◦ g)(x). Ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà êîìïîçèöèåé è áîëüøåãî ÷èñëà ôóíêöèé - òðåõ, ÷åòûðåõ
è ò.ä.

Ïðèìåð. Ïóñòü y = 2x2, z = sin x. Òîãäà èìååì: z = sin(2x2).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ïðîèçâîäíûå dg/dx, dh/dy. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê âû÷èñ-
ëèòü ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè dz/dx, ãäå z = h(g(x))?

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0, h(y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
y0 = f(x0). Òîãäà z = h(g(x)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0, ïðè÷åì

dz

dx

∣∣∣∣
x=x0

=
dh

dy

∣∣∣∣
y=f(x0)

· df

dx

∣∣∣∣
x=x0

. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì y0 = f(x0). Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè ïðåäïîëîæåíèÿ-
ìè ñîñòàâèì âûðàæåíèå

A(x0,∆x) =
h(f(x0 +∆x))− h(f(x0))

∆x
=

h(f(x0 +∆x))− h(f(x0))

f(x0 +∆x)− f(x0)
· f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Ïðè ∆x → 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(x) â òî÷êå x0 èìååì: y0+∆y = f(x0+∆x) → f(x0) =
y0. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ïåðâûé ìíîæèòåëü èìååò ïðåäåëîì ïðè ∆x → 0 âåëè÷èíó
h′(y)|y=f(x0)

, âòîðîé ìíîæèòåëü èìååò ïðåäåëîì âåëè÷èíó f ′(x0). Â èòîãå ïîëó÷àåì:

lim
∆x→0

A(x0,∆x) = h′(y)|y=f(x0)
· f ′(x0).

Çàìå÷àíèå. Ñîîòíîøåíèå (8) ñîäåðæèò â ëåâîé ÷àñòè 2 ñîìíîæèòåëÿ - â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåì, ÷òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ îáðàçîâàíà êîìïîçèöèåé äâóõ ôóíêöèé. Åñëè ñëîæíàÿ ôóíê-
öèÿ îáðàçîâàíà êîìïîçèöèåé 3 ôóíêöèé, â ëåâîé ÷àñòè èìååòñÿ 3 ñîìíîæèòåëÿ è ò.ä.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x), òî îáðàòíîé ê íåé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ x = h(y) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: h(f(x)) = x, f(h(y)) = y. Ðàçóìååòñÿ,
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò íå âñåãäà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V òî÷êè x = x0, ïðè÷åì f ′(x0) ̸= 0. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ V ,
x0 ∈ U , ôóíêöèÿ f(x) èìååò îáðàòíóþ, îïðåäåëåííóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
y0 = f(x0), ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

h′(y0) =
1

f(x)

∣∣∣∣
x=h(y0)

. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè h(e) â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà. Çäåñü ìû âûâåäåì ôîðìóëó (9).
Ïîëàãàÿ, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó f(h(y)) = y ôîðìóëó
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè (8). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé
y, ïîäñòàâëÿÿ y = y0, ïîëó÷àåì:

1 =
df

dx

∣∣∣∣
x=h(y0)

· dh
dy

∣∣∣∣
y0

.

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (9).
Ïðèìåðû.
1. Ïóñòü y = sin x, òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = arcsin y, ïðè÷åì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

−π/2 ≤ x ≤ π/2. Ñîãëàñíî (9), èìååì:

(arcsin y)′ =
1

(sinx)′x

∣∣∣∣
x=arcsin y

=
1

cosx

∣∣∣∣
x=arcsin y

.
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Åñëè y = sinx, òî cos x =
√
1− sin2 x =

√
1− y2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

(arcsin y)′ =
1√

1− y2
.

Âñïîìíèì òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî arcsin y + arccos y = π/2 (ñóììà îñòðûõ óãëîâ â
ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà π/2). Åñëè ýòî òîæäåñòâî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî
y, ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ îò arccos y:

(arccos y)′ = − 1√
1− y2

.

2. Ïóñòü y = tg x, òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = arctg y. Ñîãëàñíî (9), èìååì:

(arctg y)′ =
1

(tg x)′x

∣∣∣∣
x=arctg y

=
1

(cosx)−2

∣∣∣∣
x=arctg y

= cos2 x
∣∣
x=arctg y

.

Åñëè y = tg x, òî cos2 x = (1 + tg2 x)−1 = (1 + y2)−1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

(arctg y)′ =
1

1 + y2
.

Âñïîìíèì òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî arctg y + arcctg y = π/2 (ñóììà îñòðûõ óãëîâ â
ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà π/2). Åñëè ýòî òîæäåñòâî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî
y, ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ îò arcctg y:

(arcctg y)′ = − 1

1 + y2
.

Äàëåå, ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé a(t), b(t), çàäàííûõ íà èíòåðâàëå [t1, t2], x = a(t),
y = b(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè x = a(t) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t =
ϕ(x). Òîãäà y = b(t) = b(ϕ(x)), òàê ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè (ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà t). Åñëè
èçâåñòíû ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé a(t), b(t), òî ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
y′(x).

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè a(t), b(t) äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå [t1, t2],
ïðè÷åì ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t = ϕ(x), äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè âñåõ èíòåðåñóþ-
ùèõ íàñ x. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì

y′(x) =
b′(t)

a′(t)

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, ôóíêöèþ y(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ, y(x) = b(ϕ(x)). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

dy

dx
=

db

dt
· dϕ
dx

.

ϕ(x) - îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê a(t), òàê ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ åå ïðîèçâîäíîé ìîæíî ïðèìåíèòü
ôîðìóëó (9),

dϕ

dx
=

1
da
dt

.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì:
dy

dx
=

b′(t)

a′(t)

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

.

Â ïðèíöèïå ìîæíî â ýòîé ôîðìóëå íå âîçâðàùàòüñÿ ê ïåðåìåííîé x, îñòàâàÿñü ðàáîòàòü
ñ ïåðåìåííîé t.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ îò óêàçàííûõ ôóíêöèé.
1. y(x) = sin(

√
x).

2. y(x) =
√
cos x.

3. y(x) =
√
1 + 2x− x2.

4. y(x) = sin(2x) + 2 cos(3x).
5.

y(x) =
x√

1− x2

.
6. y(x) =

√
1 + ln x.

7. y(x) = (arcsinx)3.
8. y(x) = ln(sin x+ 1).
9. y(x) = ax.
10. y(x) = arctg x2.
11. y(x) = ln(x2 − 4x).
12.

y(x) = arcsin

(
2

x

)
.

13.

y(x) =
x4

4x
.

14. y(x) = earcsin 2x.
15. y(x) = sin(x/2) sin 2x.
16. y(x) = sin(ecosx).

5.1.5 Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

Ïðèâåäåì èòîãîâóþ òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ, âêëþ÷àþùóþ ïðîèçâîäíûå âàæíåéøèõ ôóíê-
öèé.

1. (xα)′ = α · xα−1.
2. (ex)′ = ex.
3. (sinx)′ = cos x.
4. (cosx)′ = − sin x.
5. (lnx)′ = 1/x.
6. (ax)′ = ln a · ax.
7.

(tg x)′ =
1

cos2 x
.

8.

(ctg x)′ = − 1

sin2 x
.

9.

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
.
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10.

(arccos x)′ = − 1√
1− x2

.

11.

(arctg x)′ =
1

1 + x2
.

12.

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2
.

5.2 Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

5.2.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x), ïðè÷åì f(x) äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðâûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = x0 íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå df(x0,∆x) = f ′(x0) ·∆x, ãäå âåëè÷èíà ∆x ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè f(x) = x, òî èìååì: dx = ∆x. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà x
ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî

∆f

∆x
=

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
−−−→
∆x→0

f ′(x0),

òàê ÷òî
∆f

∆x
− f ′(x0) = α(∆x), α(∆x) −−−→

∆x→0
0.

Óìíîæàÿ íà ∆x, ïîëó÷àåì:

∆f = df(x0,∆x) + α(∆x) ·∆x, α(∆x) −−−→
∆x→0

0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ ∆x èìååì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

∆f ≈ df.

Ýòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (è åãî àíàëîãè) èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðèáëèæåííûõ
âû÷èñëåíèÿõ.

Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïðèâîäÿò ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ïåð-
âîãî äèôôåðåíöèàëà. Åñëè çàäàíû äâå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè u(x), v(x), c = const,
òî

1. d(c · u) = c · du.
2. d(u+ c) = du.
3. d(u+ v) = du+ dv.
4. d(u · v) = du · v + u · dv.
5. d(u/v) = (du · v − u · dv)/v2.

5.2.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x è êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó,
ïðîâåäåííóþ ÷åðåç òî÷êó (x, f(x). Èç êàðòèíêè ÿñíî, ÷òî îòðåçîê df - ýòî òî, ÷òî îòñåêàþò
êàñàòåëüíàÿ è ïðÿìàÿ y = f(x) íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x+∆x.
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Ðèñ. 3: Ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

5.2.3 Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî äèôôåðåí-

öèàëà

Ïóñòü y = f(x), z = h(y), ïðè÷åì ýòè ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû ïðè âñåõ èíòåðåñóþùèõ
íàñ x, y. Ïîäñòàâëÿÿ y = f(x) â àðãóìåíò ôóíêöèè z = h(y), ïîëó÷èì ñëîæíóþ ôóíêöèþ
z = h(f(x)). Âûïèøåì åå ïåðâûé äèôôåðåíöèàë,

dz = (h(f(x)))′ ∆x.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

dz =
dh

dy
· df
dx

∆x.

Îäíàêî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà, df
dx
∆x = dy, òàê ÷òî ïðåäûäóùåå

ðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dz =
dh

dy
dy.

Ýòî ðàâåíñòâî âûãëÿäèò òî÷íî òàêæå, êàê åñëè áû ìû ïîëàãàëè íàøó ôóíêöèþ çàâèñÿùåé
îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y, çàáûâ î òîì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñî ñëîæíîé ôóíêöèåé. Ýòîò
ôàêò è íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

Çàäà÷è.
1. Íàéòè äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé
à) y = 3x3 + 6x− 4.
á) y = sin x− x cos 2x.
â) y = cos(ln x)).
2. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ ïåðâûé äèôôåðåíöèàë.
à) f(x) = x5 − 2x3 − 5x2 + 7 ïðè x = 1.001.
á) f(x) = x ln(x− 2) ïðè x = 3.003.
â) f(x) =

√
4x3 − 2x2 − 1 ïðè x = 1.002.
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5.3 Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà
â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= f ′(x0).

Çíà÷èò,
f(x0 +∆x) = f(x0) + (f ′(x0) + α(∆x)) ·∆x,

ïðè÷åì α(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0. Çíà÷èò, ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê f(x0)
ïðè ∆x → 0, ýòî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü f(x) â òî÷êå x0.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî: íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íå îáÿçàíà áûòü
äèôôåðåíöèðóåìîé. Ò.î., äèôôåðåíöèðóåìîñòü "áîëåå ñèëüíîå"ñâîéñòâî, ÷åì íåïðåðûâ-
íîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà èíòåðâàëå (a, b), x0 ∈ (a, b). Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè U ñïðàâåäëèâî: f(x) ≤ f(x0) ïðè âñåõ x ∈ U . Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Òåîðåìà Ôåðìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà èíòåðâàëå (a, b), x0 ∈ (a, b), ïðè-
÷åì f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Åñëè f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì
(èëè ëîêàëüíûé ìèíèìóì), òî f ′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå x0 èìååòñÿ ëî-
êàëüíûé ìàêñèìóì (äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïî ñóùåñòâó òî æå ñàìîå).
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

A(x0,∆x) =
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

ðàññìîòðèì çíàê ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ∆x ìû, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, èìååì: f(x0+∆x) ≤ f(x0), òàê ÷òî ÷èñëèòåëü
ýòîé äðîáè íåïîëîæèòåëåí, â òî âðåìÿ êàê çíàìåíàòåëü - ïîëîæèòåëåí. Ïîýòîìó èìååì
äëÿ òàêèõ ∆x: A(x0,∆x) ≤ 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó (êîòîðûé ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ñóùå-
ñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0)) ïîëó÷àåì: f

′(x0) ≤ 0. Ðàññìàòðèâàÿ îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
∆x, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì: f ′(x0) ≥ 0. Â èòîãå çàêëþ÷àåì: f ′(x0) = 0.

Òåîðåìà Ôåðìà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ â òî÷êå x0 ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà èëè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) - ýòèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
f ′(x0) = 0. Äëÿ âûâîäà äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ïðîäâè-
íóòàÿ òåõíèêà, îíî îáñóæäàåòñÿ íèæå. Â ñâÿçè ñ ýòèìè óñëîâèÿìè âîçíèêàåò ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé (èëè: ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé) ôóíêöèè f(x)
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f ′(x0) = 0.

Òåîðåìà Ðîëëÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
1. Îíà íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [a, b].
2. Îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b).
3. f(a) = f(b).
Òîãäà íà èíòåðâàëå [a, b] íàéäåòñÿ òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ îíè íà çàìêíóòîì êî-

íå÷íîì èíòåðâàëå [a, b] ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿM,m, êîòîðûå,
åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ è ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå
âàðèàíòû.
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à)M = m, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x) = const = m. Ïðè ýòîì f ′(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b).
á) M ̸= m. Âîçìîæíà ëè ñèòóàöèÿ, êîãäà îáà ýòè çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ íà êîíöàõ

èíòåðâàëà? Ïîñêîëüêó f(a) = f(b), ýòîãî áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò, îäíî èç ýòèõ çíà÷å-
íèé ïðèíèìàåòñÿ â òî÷êå c, ëåæàùåé âíóòðè èíòåðâàëà (a, b). Ñîîòâåòñòâåííî, ïî òåîðåìå
Ôåðìà, èìååì: f ′(c) = 0.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåîðåìû Ðîëëÿ. Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæå-

Ðèñ. 4: Ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó òåîðåìû Ðîëëÿ

íà ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêëþ÷åíèåì
òåîðåìû, ñóùåñòâóåò òî÷êà c, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà îñè
x (ò.å. f ′(c) = 0).

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
1. Îíà íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [a, b].
2. Îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b).
Òîãäà íà èíòåðâàëå [a, b] íàéäåòñÿ òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
. (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì êîíñòàíòó

Q =
f(b)− f(a)

b− a

è íîâóþ ôóíêöèþ
F (x) = f(x)− f(a)−Q · (x− a).
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Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî F (a) = F (b) = 0, ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâà-
ëå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Òàêèì îáðàçîì, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ è, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ñóùåñòâóåò c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî F ′(c) = 0.
Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò: F ′(c) = f ′(c)−Q = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′(c) = Q =
f(b)− f(a)

b− a
.

Ôîðìóëà (11) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé. Åå ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå:

f(b)− f(a) = f ′(c) · (b− a),

ãäå, íàïîìíèì, c ∈ (a, b). Â òàêîì âèäå îíà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåáó-

Ðèñ. 5: Ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó òåîðåìû Ëàãðàíæà

åòñÿ âû÷èñëèòü (èëè îöåíèòü) âåëè÷èíó f(b)− f(a).
Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåîðåìû Ëàãðàíæà, ñì. ðèñ. 5. Çíà÷å-

íèå f ′(c) ôèêñèðóåò óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó â òî÷êå c, âûðàæåíèå (f(b) −
f(a))/(b − a) çàäàåò óãîë íàêëîíà õîðäû, ñîåäèíÿþùåé êîíöû êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà Ëàãðàíæà óòâåðæäàåò, ÷òî ìåæäó a è b íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c, ÷òî êàcàòåëüíàÿ
ê ãðàôèêó â ýòîé òî÷êå ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé êîíöû êðèâîé.

Òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
1. Îíè íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå [a, b].
2. Îíè äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì g(a) ̸= g(b).
Òîãäà íà èíòåðâàëå [a, b] íàéäåòñÿ òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì êîíñòàíòó

Q =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

è ôóíêöèþ
F (x) = f(x)−Q · g(x).

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì

F (a) = f(a)− g(a) · f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f(a)g(b)− f(b)g(a)

g(b)− g(a)
=

f(b)− g(a) · f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
= F (b).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî F ′(c) = 0. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

f ′(c)−Q · g′(c) = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû.
Òåîðåìà Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Êîøè â òîì ñëó÷àå, êîãäà

g(x) = x.

5.4 Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ è ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå äâóõ ôóíêöèé f(x)/g(x). Èíîãäà âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà f(x) →
0, g(x) → 0 ïðè x → c, ãäå c - êîíå÷íîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íåîïðåäåëåííî-
ñòè òèïà 0/0 ïðè x → c. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ limx→c f(x)/g(x) íàçûâàåòñÿ ðàñêðûòèåì
íåîïðåäåëåííîñòè. Òàêîãî òèïà çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü f(x), g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâà-
ëå (a, b), è â íåêîòîðîé òî÷êå c ∈ (a, b) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: f(c) = g(c) = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→c (f

′(x)/g′(x)). Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðåäåë
limx→c (f(x)/g(x)), ïðè÷åì

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó x ∈ (a, b), x > c, è ïðèìåíèì ê èíòåð-
âàëó (c, x) òåîðåìó Êîøè (âñå óñëîâèÿ åå âûïîëíÿþòñÿ). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâóåò
òî÷êà ξ ∈ (c, x) òàêàÿ, ÷òî

f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Òàê êàê f(c) = g(c) = 0, èìååì:
f(x)

g(x)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Ïðè x → c èìååì: ξ → c. Óñòðåìèì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çíà÷åíèå x ê c. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ òåîðåìû, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè èìååò ïðåäåë, òàê ÷òî è âûðàæåíèå â ëåâîé
÷àñòè èìååò òîò æå ïðåäåë.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííîñòü sin(2x)/ sin(5x) ïðè x → 0. Ïðèìåíèì ïðàâèëî
Ëîïèòàëÿ. Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå îò ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ: (sin(2x))′ = 2 cos(2x),
(sin(5x))′ = 5 cos(5x). Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ èìååò ïðè x → 0 êîíå÷íûé ïðåäåë,

lim
x→0

sin(2x)′

sin(5x)′
= lim

x→0

2 cos(2x)

5 cos(5x)
=

2

5
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ èìååì:

lim
x→0

sin(2x)

sin(5x)
= lim

x→0

sin(2x)′

sin(5x)′
=

2

5
.

Èìåþòñÿ âàðèàíòû ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà c íàõî-
äèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, è äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé òèïà ∞/∞.

Èíîãäà äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ
íåñêîëüêî ðàç.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→0

x2

cosx− 1
.

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðèíèìàþò â òî÷êå x = 0 çíà÷åíèå 0, òàê ÷òî
ýòî íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0/0. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ â òî÷êå
0: ýòî ñîîòâåòñòâåííî 2x è − sin x. Â òî÷êå x = 0 îáå ýòè ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â íîëü, òàê
÷òî îïÿòü èìååì íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0/0. Âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå ÷èñëè-
òåëÿ è çíàìåíàòåëÿ: 2 è − cos x ñîîòâåòñòâåííî. Â òî÷êå x = 0 îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 2
è −1, òàê ÷òî èìååì:

lim
x→0

x2

cos x− 1
= lim

x→0

2x

− sinx
= −2.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû.
1.

lim
x→a

ex − ea

x− a
.

2.

lim
x→0

ex − e−x

ln(1 + x)
.

3.

lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sin x
.

4.

lim
x→2

ln(x2 − 3)

x2 + 3x− 10
.

5.

lim
x→0

(
1

x2
− ctg2 x

)
.

6 Âûñøèå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû

6.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ

Ïóñòü íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x). Òàêèì îá-
ðàçîì, âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå x → f ′(x), çàäàííîå íà èíòåðâàëå (a, b). Ýòî îòîáðàæåíèå
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ ôóíêöèþ g(x), çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (a, b), è èññëåäî-
âàòü åå ñâîéñòâà. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî çàäàâàòü âîïðîñ î åå äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) = f ′(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x = x0. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = x0, çíà÷åíèå g

′(x0)
íàçûâàþò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = x0 è îáîçíà÷àþò f ′′(x0) èëè

d

dx

(
df

dx

)
(x0) èëè

d2f

dx2
(x0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ è ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ - òðåòüå-
ãî, ÷åòâåðòîãî è ò.ä. Èõ îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, f ′′′(x), f iv(x), f v(x),..., f (n)(x), èëè

d3f

dx2
(x),

d4f

dx4
(x),

d5f

dx5
(x),

dnf

dxn
(x).

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = 4x3 − 2x2 + 1. Âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé
ôóíêöèè. Ïîëó÷àåì: f ′(x) = 12x2 − 4x, f ′′(x) = 24x− 4, f ′′′(x) = 24, f (n)(x) = 0 ïðè n > 3.

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâîäíîé íóëåâîãî ïîðÿäêà â äàííîé òî÷êå ïîëàãàþò çíà÷åíèå ñàìîé
ôóíêöèè, f (0)(x) = f(x).

Âûñøèå ïðîèçâîäíûå íàñëåäóþò íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ëþáîãî n èìååì (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò):

1. (f(x) + g(x))(n) = (f(x))(n) + (g(x))(n),

2. åñëè C = const, (C · f(x))(n) = C · (f(x))(n).
Çàäà÷è.
1. f(x) = e−x2

. Âû÷èñëèòü f ′′(x).
2. f(x) = x3/5. Âû÷èñëèòü f ′′′(x).
3. f(x) = x sin2 x. Âû÷èñëèòü f ′′′(x).
4. f(x) = x lnx. Âû÷èñëèòü f (4)(x).
5. f(x) = ex cos x. Âû÷èñëèòü f ′′′(x).

6.2 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) îáëàäàåò ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî ïîðÿäêà n
âêëþ÷èòåëüíî, x0 ∈ (a, b).

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå

dnf(x0,∆x) = f (n)(x0)(∆x)n.

Äèôôåðåíöèàëû îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ, òàê ÷òî îíè íàñëåäóþò íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ.

1. dn(f(x)+g(x))(x0,∆x) = dnf(x0,∆x)+dng(x0,∆x) â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè
ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà n ó îáåèõ ôóíêöèé f(x), g(x).

2. dn(C · f(x))(x0,∆x) = C · dnf(x0,∆x) äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû C.

6.3 Òåîðåìà Òåéëîðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà èíòåðâàëå (a, b) íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî-
ðÿäêà âïëîòü äî N + 1, òî÷êà x0 ∈ (a, b). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ,
ëåæàùàÿ ìåæäó x è x0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) =
N∑
k=0

f (k)(x0)(x− x0)
k

k!
+

f (N+1)(ξ)(x− x0)
N+1

(N + 1)!
. (12)
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.
Âåëè÷èíà

RN(x) =
f (N+1)(ξ)(x− x0)

N+1

(N + 1)!

íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå Ëàãðàíæà. Åñòü èíûå ôîð-
ìóëèðîâêè òåîðåìû Òåéëîðà, äëÿ êîòîðûõ îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò íåñêîëüêî îòëè÷íóþ
ôîðìó.

Òî÷êó x0 íàçûâàþò îïîðíîé òî÷êîé ôîðìóëû Òåéëîðà. Åñëè x0 = 0, ôîðìóëó Òåéëîðà
íàçûâàþò ôîðìóëîé ÌàêËîðåíà.

Â ïðèëîæåíèÿõ ôîðìóëó Òåéëîðà èñïîëüçóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè îñòàòî÷íûé
÷ëåí ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì ìàë, òàê ÷òî åãî âåëè÷èíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî èç ôîðìóëû
Òåéëîðà ìîæíî èçâëå÷ü ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî
âåëè÷èíà (N + 1)! áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì N , òàê ÷òî åñëè âûñøèå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìîæåò áûòü ñäåëàí âûáîðîì N äîñòàòî÷íî ìàëûì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îáîçíà÷èòü x− x0 = ∆x, òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóëû Òåéëîðà ïîä çíàêîì ñóììû â ÷èñëèòåëÿõ ñòîÿò äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèè f(x)
ïîðÿäêà k.

Ïðèìåð. Âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ N = 0. Íàïîìíèì, ÷òî 0! =
1, òàê ÷òî ôîðìóëà (12) äàåò äëÿ ôóíêöèè f(x), îáëàäàþùåé íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé
ïåðâîãî ïîðÿäêà:

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0). (13)

Ýòî, ïî ñóùåñòâó, ôîðìóëà Ëàãðàíæà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé.
Ïðèìåð. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà, âûïèñàííàÿ äëÿ

N = 1. Âûïèñûâàÿ åå äëÿ ôóíêöèè f(x), îáëàäàþùåé íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåð-
âîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x0)

2. (14)

Çàäà÷è.
1. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè

f(x) = ex, âû÷èñëèòü ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëüøå 0.001 çíà÷åíèå e0.11.
2. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 − 4x3 − 2x− 3 ïî ñòåïåíÿì äâó÷ëåíà x− 2.
3. Íàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x) = arcsin 2x ïðè x0 = 0.
4. Íàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x) = xex ïðè x0 = 0.

6.4 Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé.

Ôîðìóëà Òåéëîðà ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå äëÿ òåõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ íåòðóä-
íî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Çäåñü ïðèâåäåíû ðÿä ïðèìåðîâ â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè. Ìû áóäåì âûïèñûâàòü ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ñëó÷àÿ x0 = 0, äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé
x0 ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäèôèêàöèè.

1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = ex. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè íåòðóäíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîä-
íûå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà: (ex)(n) = ex. Ýòè ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0 = 0 îáðàùàþòñÿ â
åäèíèöó, òàê ÷òî ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ äàííîé ôóíêöèè èìååò âèä:

ex =
N∑
k=0

xk

k!
+

eξxN+1

(N + 1)!
= 1 + x+

x2

2!
+

x3

3!
+ ...+

xN

N !
+

eξxN+1

(N + 1)!
.
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Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ξ ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó 0 è x. Óæå äëÿ N = 10 îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïðè
|x| < 1 ìåíüøå, ÷åì 3 ·10−6, òàê ÷òî óæå ïåðâûõ 10 ñëàãàåìûõ äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýòîé ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ 3 · 10−6 ïðè |x| < 1. 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = sinx.
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ïðîèçâîäíûå. À èìåííî, (sinx)′ = cos x =
sin(x+π/2), òàê ÷òî (sinx)(n) = sin(x+πn/2) ïðè âñåõ n. Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ïðè x0 = 0, íàõîäèì: sin(x0 + π(m + 1/2)) = (−1)m, sin(x0 + πm) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî,
ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ äàííîé ôóíêöèè ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå ñëàãàåìûå è â èòîãå
ïîëó÷àåì:

sinx =
N∑

m=0

(−1)mx2m+1

(2m+ 1)!
+

(−1)N+1x2N+2 sin ξ

(2N + 2)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
+ ...

+
(−1)Nx2N+1

(2N + 1)!
+

(−1)N+1x2N+2 sin ξ

(2N + 2)!
.

Çäåñü ÷èñëî ξ ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó 0 è x. Â ýòîé ôîðìóëå çíàìåíàòåëü â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå
ðàñòåò åùå áûñòðåå, òàê ÷òî óæå 5 ñëàãàåìûõ äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ sinx
ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 10−6 ïðè |x| < 1.

3. Ñëåäóþùèì ïðèìåðîì áóäåò ôóíêöèÿ cos x, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
òàêæå íåòðóäíî âû÷èñëèòü: (cosx)′ = sinx = cos(x − π/2). Ñîîòâåòñòâåííî, (cosx)(n) =
cos(x−πn/2), òàê ÷òî ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0 = 0 òàêæå íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü. cos(x0−πm) =
(−1)m, cos(x0 − π(m+1/2)) = 0. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ÷åòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå
îòëè÷íû îò 0, òàê ÷òî ôîðìóëà Òåéëîðà áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî ÷åòíûå ñëàãàåìûå. Â
èòîãå:

cos x =
N∑

m=0

(−1)mx2m

(2m)!
+

(−1)N+1x2N+1 cos ξ

(2N + 1)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ ...

+
(−1)Nx2N

(2N)!
+

(−1)N+1x2N+1 cos ξ

(2N + 1)!
.

7 Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîÿâëÿþòñÿ â ðàçíûõ íàó÷íûõ è èíæåíåð-
íûõ çàäà÷àõ. Çäåñü ïðèâåäåíî îáñóæäåíèå òîëüêî íåáîëüøîãî ÷èñëà ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-
äà÷, â êîòîðûõ ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåí-
òîì.

7.1 Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè è çíàê åå ïðîèçâîäíîé

Ïðîñòåéøèå ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèé.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà (ôîðìóëû Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà) ìîæíî äîêàçàòü
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà
1. Åñëè îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâàëå, òî åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íà ýòîì

èíòåðâàëå íå îòðèöàòåëüíà.
2. Åñëè f ′(x) > 0 íà èíòåðâàëå (a, b), òî f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâàëå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè äîñòàòî÷íî âûïèñàòü îòíîøåíèå

A(x0,∆x) =
∆f

∆x
=

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
,
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êîòîðîå â ïðåäåëå ïðè ∆x → 0 ñòðåìèòñÿ ê f ′(x0). Ïóñòü ∆x > 0, òîãäà ïî óñëîâèþ
òåîðåìû è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(x0) ≥ 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè äîñòàòî÷íî íàïèñàòü ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé
Ëàãðàíæà äëÿ äâóõ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2:

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1).

Çäåñü òî÷êà ξ ëåæèò ìåæäó x1, x2. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îáà ñîìíîæèòåëÿ ïîëîæè-
òåëüíû, òàê ÷òî èìååì ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ìîíîòîííî óáû-
âàþùèõ ôóíêöèé.

Çàäà÷è. Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
1. f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 2.
2. f(x) = x− ex.
3. f(x) = x2 − 2 ln x.

7.2 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà/ìèíèìóìà

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî âûâåñòè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà/ìèíèìóìà. Íàïîìíèì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïèñàíî â òåîðåìå
Ôåðìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (a, b). Äëÿ
òîãî, ÷òîáû òî÷êà x0 ∈ (a, b) áûëà ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì ôóíêöèè f(x), äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. f ′(x0) = 0.
2. f ′′(x0) < 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x) ñ

îïîðíîé òî÷êîé x0:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(ζ)
(x− x0)

2

2
,

ãäå ζ ∈ (x0, x). Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé òåîðåìû, âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ðàâíî íóëþ, à
ò.ê. f ′′(x) íåïðåðûâíà, f ′′(x0) < 0, òî f ′′(ζ) < 0 ïðè âñåõ ζ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0 çíà÷åíèé x èìååì:

f(x) = f(x0) + f ′′(ζ)
(x− x0)

2

2
< f(x0).

÷.ò.ä.
Åñëè âî âòîðîì íåðàâåíñòâå òåîðåìû ïîìåíÿòü çíàê, ìû ïîëó÷èì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0 íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè
òî÷êàìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñå èç íèõ áóäóò ëèáî ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè, ëèáî ëî-
êàëüíûìè ìèíèìóìàìè. Ñðåäè íèõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ è ò.í. òî÷êè ïåðåãèáà (ïîäðîáíåå î
íèõ ñì. â ðàçäåëå î âûïóêëîñòè ôóíêöèé).

Çàäà÷è. Íàéòè ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ôóíêöèè è âûÿñíèòü èõ õàðàêòåð.
1. f(x) = x2 − 6x+ 8.
2. f(x) = x2(x− 4).
3. f(x) = sinx− x.
4. f(x) = sinx− x+ x3/3.
5. f(x) = x− ln(1 + x).
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7.3 Ðåøåíèå çàäà÷è î ãëîáàëüíîì ìàêñèìóìå/ìèíèìóìå ôóíêöèè
íà çàìêíóòîì îòðåçêå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà (íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ) è ãëî-
áàëüíîãî ìèíèìóìà (íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ) ôóíêöèè f(x) íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå
[a, b]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé íà ýòîì èíòåðâàëå. Èç
íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî f(x) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Ïî òåîðåìå î
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå [a, b] ñâîè íàè-
áîëüøåå M è íàèìåíüøåå m çíà÷åíèÿ. Çàäà÷à - íàéòè òî÷êè c1, c2 ∈ [a, b], òàêèå, ÷òî
f(c1) = M , f(c2) = m, è âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ M è m.

Ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ c1, c2 ñ ó÷åòîì îïèñàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàéäåì ñíà÷àëà íàáîð ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ò.å. ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ f(x) = 0, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó [a, b]. Ïóñòü ýòî áóäóò òî÷êè x1, x2, ..., xk. Ñðåäè
ýòèõ òî÷åê ìîãóò áûòü òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, òî÷êè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, òî÷êè
ïåðåãèáà. Çàòåì ñîñòàâëÿåì ñïèñîê "ïîäîçðèòåëüíûõ"òî÷åê, ýòî òî÷êè {x1, x2, ..., xk, a, b}.
Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) â ýòèõ òî÷êàõ, {f(x1), f(x2), ..., f(xk), f(a), f(b)}. Íà-
õîäèì ñðåäè íèõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå - ýòî è áóäåò M , íàõîäèì ñðåäè íèõ íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå - ýòî è áóäåò m. Îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿåì òå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ M è m.

Çàäà÷è.

1. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x5−5x3/3+2 íà èíòåðâàëå
[0, 2].

2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x3 − 6x íà èíòåðâàëå
[−3, 4].

3. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 3x4−16x3+2 íà èíòåðâàëå
[−3, 1].

4. Íàéòè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðè, âïèñàííîãî â ïîëóîêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà R.

5. Îêíî èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, çàâåðøåííîãî ñâåðõó ïîëóêðóãîì. Êàêèìè
äîëæíû áûòü ðàçìåðû, åñëè ôèêñèðîâàí ïåðèìåòð îêíà, à ïëîùàäü äîëæíà áûòü
íàèáîëüøåé?

6. Êóñîê ïðîâîëîêè èìååò ôèêñèðîâàííóþ äëèíó. Åå ðàçðåçàþò íà 2 ÷àñòè, çàòåì èç
îäíîé äåëàþò êâàäðàò, èç âòîðîé - îêðóæíîñòü. Êàê íàäî ðàçðåçàòü ïðîâîëîêó, ÷òîáû
ñóììà ïëîùàäåé êðóãà è êâàäðàòà áûëà íàèáîëüøåé?

7. Íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñîì R è âûñîòîé H öèëèíäðà, èìåþùåãî ïðè äàí-
íîì îáúåìå íàèìåíüøóþ ïîëíóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.

8. Íàéòè âûñîòó êîíóñà íàèáîëüøåãî îáúåìà, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü â øàð ðàäèóñà
R.

7.4 Âûïóêëîñòü ââåðõ, âûïóêëîñòü âíèç, òî÷êè ïåðåãèáà

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî áîëåå äåòàëüíî îïèñàòü ïîâåäåíèå
ôóíêöèè.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ â òî÷êå x0, åñëè â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ãðàôèê ôóíêöèè ëåæèò íèæå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó â ýòîé
òî÷êå.

Ðèñ. 6: Âûïóêëàÿ ââåðõ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Ýòà ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è âûïóêëîñòü âíèç.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè ñëåâà îò ýòîé òî÷êè è ñïðàâà îò íåå ôóíêöèÿ èìååò ðàçíûé õàðàêòåð âûïóêëîñòè
(íàïðèìåð, â òî÷êàõ ñëåâà - âûïóêëîñòü ââåðõ, â òî÷êàõ ñïðàâà - âûïóêëîñòü âíèç).

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (a, b).
Åñëè íà ýòîì èíòåðâàëå f ′′(x) < 0, ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ âî âñåõ òî÷êàõ
ýòîãî èíòåðâàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà
äëÿ ôóíêöèè f(x):

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x0)

2,

ãäå òî÷êà ξ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x è x0. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðå-
ìû, îòðèöàòåëüíî, òàê ÷òî

f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Îäíàêî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, f(x0)) êàê ðàç
ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, âûïèñàííîì ñïðàâà: y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0). Òàêèì îáðàçîì,
ãðàôèê ôóíêöèè ëåæèò íèæå ãðàôèêà êàñàòåëüíîé. Âûáîð òî÷êè x0 ∈ (a, b) áûë ïðîèç-
âîëåí, òàê ÷òî ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a, b).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò (ñ ïåðåìåíîé çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé) ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàí è äëÿ âûïóêëîñòè âíèç.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ôóíêöèè, èìåþùåé íåïðåðûíóþ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ, òî÷êàìè ïåðåãèáà ÿâëÿþòñÿ òå òî÷êè, â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò
çíàê.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x3. Âû÷èñëèì åå âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì
f ′′(x) = 6x. Ïðè x > 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà - òàê ÷òî ôóíêöèÿ ïðè ýòèõ x
âûïóêëà âíèç. Ïðè x < 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà - òàê ÷òî ôóíêöèÿ ïðè ýòèõ
x âûïóêëà ââåðõ. Â òî÷êå x = 0 èìååì òî÷êó ïåðåãèáà - ñëåâà è ñïðàâà îò íåå õàðàêòåð
âûïóêëîñòè ôóíêöèè ðàçíûé.

Çàäà÷è.
1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 + x4 âåçäå âûïóêëà âíèç.
2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b òî÷êà A(3, 1) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà êðèâîé f(x) =

ax2 + bx3?

8 Ïåðâîîáðàçíàÿ (íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë)

8.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Åñëè ìû èìååì êàêóþ-òî îïåðàöèþ, òî åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü è îáñóäèòü âîïðîñ î åå îá-
ðàùåíèè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàöèþ D, êîòîðàÿ

èç çàäàííîé ôóíêöèè "èçãîòàâëèâàåò"íîâóþ ôóíêöèþ, åå ïðîèçâîäíóþ: f(x)
D−→ f ′(x).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ýòîé îïåðàöèè: äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g(x) íàéòè òàêóþ
ôóíêöèþ G(x), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

dG(x)

dx
= g(x). (15)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ G(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (15), íàçûâàåòñÿ ïåð-
âîîáðàçíîé ôóíêöèè g(x) (èëè: íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè g(x)).

Îáîçíà÷åíèå. Ôóíêöèþ G(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (15), îáîçíà÷àþò

G(x) =

∫
g(x)dx.

Ïðèìåð. Èçâåñòíî, ÷òî (sinx)′ = cos x. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ sin x ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè cosx.

Èç ñâîéñòâ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëèG(x) - ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíê-
öèè g(x), òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû C ôóíêöèÿ G(x) + C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè g(x). Ýòî ñëåäóåò èç ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ:

d

dx
(G(x) + C) =

d

dx
G(x) +

d

dx
C = g(x) + 0.

Âîïðîñ: ñêîëüêî ïåðâîîáðàçíûõ ìîæåò áûòü ó ôóíêöèè?
Òåîðåìà. Ïóñòü G(x) - ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g(x). Òîãäà ëþáàÿ ïåð-

âîîáðàçíàÿ ýòîé ôóíêöèè ëèøü íà êîíñòàíòó îòëè÷àåòñÿ îò G(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) - åùå îäíà ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè g(x), ïîëîæèì

H(x) = F (x) − G(x). Òîãäà dH(x)/dx = 0 ïðè âñåõ x. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà ê
ôóíêöèè H(x). Äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1 è x2 èìååì: H(x1)−H(x2) = 0 · (x1 − x2) = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, çíà÷åíèå H(x) íå çàâèñèò îò x.

Ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíîé òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè îáëàäàåò îïåðàöèÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

43



1. Ïåðâîîáðàçíàÿ îò ñóììû ôóíêöèé ðàâíà ñóììå ïåðâîîáðàçíûõ,∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

2. Êîíñòàíòó ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà: åñëè C = const, òî∫
C · f(x)dx = C ·

∫
f(x)dx.

3. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ,(∫
f(x)dx

)′

= f(x).

4. Ïóñòü
∫
f(x)dx = F (x), a, b = const. Òîãäà∫

f(ax+ b)dx =
1

a
F (ax+ b).

Âñå ýòè ñîòíîøåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫

1

3x+ 5
dx.

Â äàííîì ñëó÷àå a = 3, b = 5, f(x) = 1/x, òàê ÷òî F (x) = lnx. Â èòîãå ïîëó÷àåì:∫
1

3x+ 5
dx =

1

3
ln(3x+ 5) + C.

8.2 Òàáëèöà îñíîâíûõ ïåðâîîáðàçíûõ

Òàáëèöó ïåðâîîáðàçíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåïèñûâàÿ òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ. Åå ìîæíî
ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

1. ∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C, α ̸= 1.

×àñòíûå ñëó÷àè: ∫
1 · dx = x+ C,∫
xdx =

x2

2
+ C.

2. ∫
1

x
dx = lnx+ C.

3. ∫
ex dx = ex + C.
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4. ∫
ax dx =

ax

lna
+ C.

5. ∫
cosx dx = sinx+ C.

6. ∫
sin x dx = − cos x+ C.

7. ∫
tgx dx = −ln(cosx) + C.

8. ∫
ctgx dx = ln(sinx) + C.

9. ∫
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C.

10. ∫
1

1 + x2
dx = arctgx+ C.

11. ∫
1√

1 + x2
dx = ln(x+

√
1 + x2) + C.

12. ∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C.

13. ∫
1

sin2 x
dx = − ctg x+ C.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.

1. ∫
(3x3 − 2x4 + 7)dx .

2. ∫ √
xdx.

3. ∫
axbxdx.

4. ∫
cos(3x− 4)dx.
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5. ∫
5− 3

3
√
x2 + 2 5

√
x

3
√
x

dx.

6. ∫
1− x2

x2(1 + x2)
dx.

7. ∫
sin(2x+ 7)dx.

8. ∫
(1− x)3

x
√
x

dx.

9. ∫ (
1− x

x

)2

dx.

10. ∫
(
√
x+ 1)(x+ 1)dx.

11. ∫
dx

x2
.

12. ∫
cos2(2x+ 3)dx.

13. ∫
dx

1− cos 2x
.

14. ∫
sin4 xdx

cos2 x
.

8.3 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Âûïèøåì ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ëåéáíèöà,

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Â òåðìèíàõ ïåðâîîáðàçíîé ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî f(x)g(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ïðàâîé ÷àñòè, òàê ÷òî ôîðìóëó Ëåéáíèöà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

(f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) dx = f(x)g(x).

Íåìíîãî ïðåîáðàçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå,∫
f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f(x)g′(x)dx.
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Ýòà ôîðìóëà è íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â ïåðâîîáðàç-

íîé. Åå èñïîëüçóþò äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ. Îíà ïîçâîëÿåò "ïåðåáðî-
ñèòü"äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè íà
äðóãîé. Èíîãäà ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ïðîñòîé èíòåãðàë, ÷åì èñõîäíûé, èëè æå ïî-
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü èñõîäíûé èíòåãðàë.

1. Âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ g′(x) ÿâëÿåòñÿ áîëåå "ïðîñòîé"ôóíêöèåé,
÷åì ñàìà ôóíêöèÿ g(x). Ýòî âåðíî äëÿ ôóíêöèé g(x) = xk, k =
1, 2, 3, ..., lnx, arctgx, arcsinx.

2. Âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ g′(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé "òàêîãî æå
óðîâíÿ ñëîæíîñòè ÷òî è ñàìà ôóíêöèÿ g(x). Ýòî âåðíî äëÿ ôóíêöèé g(x) =
ax, sinx, cos x.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë ∫
lnxdx.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 1 è
lnx, òàê ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé çàïèøåì: f ′(x) = 1, g(x) = lnx. Òîãäà f(x) = x,
g′(x) = 1/x, è ìû èìååì:∫

lnxdx = x · lnx−
∫

x · 1
x
dx = x · lnx−

∫
1 · dx = x · lnx− x+ C.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.

1. ∫
xlnxdx.

2. ∫
x sinxdx.

3. ∫
xe−xdx.

4. ∫
xarctgxdx.

5. ∫
x cos(2x)dx.

6. ∫
x cos2 xdx.

7. ∫
x4xdx.

8. ∫
x2axdx.
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8.4 Çàìåíà ïåðåìåííîé â ïåðâîîáðàçíîé

Â äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè åñòü ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.
Åå àíàëîã â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè - ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â ïåðâîîáðàçíîé.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

F (x) =

∫
f(x)dx.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðåàëèçóåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ϕ(t). Êàê ñëåäóåò ïåðåïèñàòü
èíòåãðàë â íîâûõ ïåðåìåííûõ?

Èìååì G(t) = F (ϕ(t)). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòó (ñëîæíóþ) ôóíêöèþ ïî t, ïîëó÷èì

d

dt
G(t) =

d

dx
F (x)|x=ϕ(t) ·

d

dt
ϕ(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé, èìååì:

F (ϕ(t)) =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

åñëè âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì:

F (x) =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt|t=ϕ−1(x).

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü çàìåíó ïåðåìåííîé â ïåðâîîáðàçíîé.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫
x√
x+ 1

dx.

Â ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè åñòü "íåïðèÿòíîñòü êâàäðàòíûé êîðåíü. ×òîáû åå óñòðàíèòü,
ðåàëèçóåì çàìåíó ïåðåìåííîé: x = t2 − 1, dx = 2tdt. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â èíòå-
ãðàë, íàõîäèì:

I =

∫
t2 − 1

t
· 2tdt = 2

∫
(t2 − 1)dt = 2(t3/3− t) + C =

2

3
(x+ 1)3/2 − 2(x+ 1)1/2 + C.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.

1. ∫ √
lnx

x
dx.

2. ∫
x

3
√
x2 + 1

dx.

3. ∫
dx

(arcsinx)3
√
1− x2

.

4. ∫
x3

√
1− x8

dx.
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5. ∫
dx

cos2 x(3tgx+ 1)
.

6. ∫
cos(3x)dx

4 + sin(3x)
.

7. ∫
dx

1 +
√
x+ 1

.

8. ∫
x2dx√
x− 1

.

9. ∫
dx

x
√
x− 1

.

10. ∫ √
xdx

x+ 1
.

9 Òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ

Âû÷èñëåíèå ïåðâîîáðàçíûõ îïèðàåòñÿ íà íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ. Ïàðà èç íèõ
(èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è çàìåíà ïåðåìåííûõ) îáñóæäàëèñü âûøå. Êðîìå òîãî, åñòü
íåñêîëüêî êëàññîâ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðàçâèòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåõíè-
êà. Îñíîâíîé èç ýòèõ êëàññîâ - äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, îñòàëüíûå êëàññû ñâîäÿòñÿ
ê äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííîé. Íèæå ìû
ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç ýòèõ êëàññîâ ñ óêàçàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìåí (ïîäñòàíîâîê).

9.1 Èíòåãðàëû îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

9.1.1 Ïîëèíîìû, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì (èëè ìíîãî÷ëåíîì) ïåðåìåííîé x. ×èñëà a0, a1, ..., an íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà P (x). ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëèíîìà P (x) (çäåñü
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî an ̸= 0). Ñòåïåíü ïîëèíîìà P (x) îáîçíà÷àåòñÿ degP (x). Îòäåëüíîå
ñëàãàåìîå íàçûâàåòñÿ îäíî÷ëåíîì. Îäíî÷ëåí ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì
â äàííîì ïîëèíîìå.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f(x) = ax2 + bx+ c ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîãî ïîðÿäêà, åå êîýô-
ôèöèåíòû - ÷èñëà c, b, a.

Íà ÿçûêå ëèíåéíîé àëãåáðû ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî P (x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî íàáîðà öåëûõ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé x. Êëþ÷åâîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîñòü ýòîãî íàáîðà.

Ïîëèíîìû îáëàäàþò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ.
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1. Ïîëèíîìû îïðåäåëåíû ïðè âñåõ x ∈ R è ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè ïðè âñåõ x.

2. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì.
3. Ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò ïîëèíîìà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì.
4. Ñóïåðïîçèöèÿ ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì: åñëè P (x), Q(t) - ïîëèíîìû ïåðåìåí-

íûõ x è t ñîîòâåòñòâåííî, òî Q(P (x)) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïåðåìåííîé x.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü è ïîëèíîìû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïî-

ëèíîìû îò ïåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ òàêæå îáëàäàþò îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Ñòå-
ïåíü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ ñóììàðíàÿ (ïî âñåì ïåðåìåííûì) ñòåïåíü îäíî÷ëåíà.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x, y) = x+2y+3xy+4x2y3 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò ïåðåìåííûõ x, y
ïðè÷åì ñòåïåíü ýòîãî ïîëèíîìà ðàâíà 2+3=5.

9.1.2 Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P (x), Q(x) - ïîëèíîìû ïåðåìåííîé x. Òîãäà âûðàæåíèå

R(x) =
P (x)

Q(x)

íàçûâàåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x (èëè, êîðî÷å, ðàöèîíàëü-
íîé ôóíêöèåé).

Îïèøåì ñâîéñòâà äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

1. Îíè îïðåäåëåíû ïðè âñåõ x, îòëè÷íûõ îò íóëåé çíàìåíàòåëÿ, è ÿâëÿþòñÿ â ýòîé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè.

2. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé.

3. Ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé.

4. Ñóïåðïîçèöèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíê-
öèåé: åñëè R(x), S(t) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x è t ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî S(R(x)) ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x.

Ìîæíî îïðåäåëèòü è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îíè òàêæå
îáëàäàþò îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè (ïðè óòî÷íÿþùåé ôîðìóëèðîâêå).

9.1.3 Âûäåëåíèå öåëîé ÷àñòè è ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äëÿ äðîáíî-

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Òåîðèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âî ìíîãîì ïîäîáíà òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Íàïîìíèì, ÷òî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r = p/q > 0 (p è q - öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà)
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè p < q è íåïðàâèëüíûì, åñëè p > q. Íåïðàâèëüíîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå r = n+s/q, ãäå n - öåëîå ÷èñëî (íàçûâàåòñÿ öåëîé
÷àñòüþ r, à s/q - ïðàâèëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îáû÷íî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àþò
äåëåíèåì íàöåëî p íà q, ïðè ýòîì n - ðåçóëüòàò ýòîãî äåëåíèÿ, à s - îñòàòîê.

Îïðåäåëåíèå. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(x) = P (x)/Q(x) (P (x), Q(x) - ïîëèíî-
ìû ïåðåìåííîé x) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè degP (x) < degQ(x) (ñòåïåíü ïîëèíîìà
P (x) ìåíüøå ñòåïåíè ïîëèíîìà Q(x)). Åñëè degP (x) ≥ degQ(x), äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ R(x) íàçûâàåòñÿ íåïðàâèëüíîé.
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Òåîðåìà. Ëþáóþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû ïîëèíîìà T (x) è ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè,

R(x) = T (x) +
S(x)

Q(x)
,

degS(x) < degQ(x). Ïîëèíîì T (x) íàçûâàåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíê-
öèè R(x).

Íà ïðàêòèêå ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàõîäÿò ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, íîñÿùåé íàçâàíèå "äå-
ëåíèå óãîëêîì".

Ïðèìåð. Íàéäåì öåëóþ ÷àñòü äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

R(x) =
3x4 + 2x− 2

x2 + x
.

Âûïèñûâàåì â óãîëêàõ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ôóíêöèè,

3x4 + 2x− 1 x2 + x

Ïîäáèðàåì ïîäõîäÿùèé ìíîæèòåëü äëÿ ñòàðøåãî îäíî÷ëåíà çíàìåíàòåëÿ, òàê, ÷òîáû èõ
ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàëî ñî ñòàðøèì îäíî÷ëåíîì ÷èñëèòåëÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî 3x2.
Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ ïîäïèñûâàåì ïîä ÷èñëèòåëåì ( â ýòîì ìåñòå "ñîáèðà-
åòñÿ"ðåçóëüòàò äåëåíèÿ - öåëàÿ ÷àñòü äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè) è âû÷èòàåì:

3x4 + 2x− 2 x2 + x
− 3x2

3x4 + 3x3

−3x3 + 2x− 2

Ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ ïîäïèñûâàåì ïîä ÷åðòîé. Äàëåå, ïîäáèðàåì ìíîæèòåëü, ïðè óìíî-
æåíèè íà êîòîðûé x2 (ñòàðøèé îäíî÷ëåí çíàìåíàòåëÿ) äàåò −3x3 (ñòàðøèé îäíî÷ëåí
îñòàòêà). Â äàííîì ñëó÷àå ýòî −3x, äîáàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå ê öåëîé ÷àñòè. Ðåçóëüòàò
óìíîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ ïîäïèñûâàåì ïîä îñòàòêîì è âû÷èòàåì:

3x4 + 2x− 2 x2 + x
− 3x2 − 3x
3x4 + 3x3

−3x3 + 2x− 2
−
−3x3 − 3x2

3x2 + 2x− 2

Ïîäáèðàåì ìíîæèòåëü, ïðè óìíîæåíèè íà êîòîðûé x2 (ñòàðøèé îäíî÷ëåí çíàìåíàòåëÿ)
äàåò 3x2 (ñòàðøèé îäíî÷ëåí îñòàòêà). Â äàííîì ñëó÷àå ýòî 3, äîáàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå ê
öåëîé ÷àñòè. Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ ïîäïèñûâàåì ïîä îñòàòêîì è âû÷èòàåì:

3x4 + 2x− 2 x2 + x
− 3x2 − 3x+ 3
3x4 + 3x3

−3x3 + 2x− 2
−
−3x3 − 3x2

3x2 + 2x− 2
−
3x2 + 3x
−x− 2
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Ïîñëåäíèé îñòàòîê èìååò ñòåïåíü ìåíüøå, ÷åì çíàìåíàòåëü. Â ýòîì ìåñòå ïðîöåäóðà îñòà-
íàâëèâàåòñÿ è ìû ïîëó÷àåì:

3x4 + 2x− 2

x2 + x
= 3x2 − 3x+ 3 +

−x− 2

x2 + x
,

èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â âèäå ñóììû öåëîé ÷àñòè 3x2 −
3x+ 3 è ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

r(x) =
a

(x− b)k
, k = 1, 2, 3, ...

íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé.
Ýòî îïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå îò òàêèõ ôóíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ

äîñòàòî÷íî ïðîñòî. ∫
a

(x− b)k
dx =

{
a · ln(x− b) + C, k = 1,

a · (x−b)1−k

1−k
+ C, k = 2, 3, 4, ...

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð. Ðàçëîæèì â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

R(x) =
x+ 2

(x− 1)(x+ 1)
.

Â çíàìåíàòåëå ïðèñóòñòâóþò (x− 1) è (x+1) â ïåðâîé ñòåïåíè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëàãàåì

x+ 2

(x− 1)(x+ 1)
=

α

x− 1
+

β

x+ 1
,

ãäå â çíàìåíàòåëå ñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûå ñòåïåíè (x− 1) è (x + 1), à ïàðàìåòðû α,
β ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïðèâîäÿ ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì:

x+ 2

(x− 1)(x+ 1)
=

α(x+ 1) + β(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, íàõîäèì:

x+ 2 = α(x+ 1) + β(x− 1).

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ x. Ïîäñòàâëÿåì x = 1, íàõîäèì α = 3/2,
ïîäñòàâëÿÿ x = −1, íàõîäèì β = −1/2.

9.1.4 Âû÷èñëåíèå ïåðâîîáðàçíîé îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

Èòàê, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ëþáàÿ äðîáíî-
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïîëèíîìà (öåëàÿ ÷àñòü
èñõîäíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè) è ïðîñòåéøèõ. Èíòåãðàë îò ïîëèíîìà ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè öåëûõ ñòåïåíåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé,∫

T (x)dx =

∫ m∑
k=0

Tkx
kdx =

m∑
k=0

Tk

∫
xkdx =

m∑
k=0

xk+1

k + 1
+ C.

Èíòåãðàëû îò ïðîñòåéøèõ âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì.
Òåîðåìà. Ïåðâîîáðàçíàÿ îò ëþáîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâ-

íîì âèäå, â çàìíóòîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.
Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.

52



1. ∫
dx

x2 − x
.

2. ∫
dx

(2x+ 3)2
.

3. ∫
dx

2x2 − 2x+ 3
.

4. ∫
(x2 + 2)dx

x3 + x2 − 2x
.

5. ∫
dx

x3 + x2 + 2x+ 2
.

6. ∫
x2dx

x2 − 4x+ 3
.

7. ∫
xdx

(x+ 1)(2x− 1)
.

8. ∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx.

9. ∫
dx

(x2 + 1)(x2 + 4)
.

10. ∫
dx

(x− 2)2(x+ 2)2
.

11. ∫
dx

x4 − 1
.

9.2 Èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà

I =

∫
R(sinx, cos x)dx, (16)

ãäå R(u, s) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîä-
õîäîâ ê èõ âû÷èñëåíèþ. Â èõ îñíîâå - ñâåäåíèå èíòåãðàëà (16) ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé
çàìåíû ïåðåìåííîé ê èíòåãðàëó îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

1. Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà.
Ýòà ïîäñòàíîâêà ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

t = tg(x/2), x = 2arctgt, dx =
2dt

1 + t2
,
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sin x =
2 sin(x/2) cos(x/2)

1
=

2 sin(x/2) cos(x/2)

sin2(x/2) + cos2(x/2)
=

2tg(x/2)

1 + tg2(x/2)
=

2t

1 + t2
,

cos x =
cos2(x/2)− sin2(x/2)

1
=

cos2(x/2)− sin2(x/2)

sin2(x/2) + cos2(x/2)
=

1− tg2(x/2)

1 + tg2(x/2)
=

1− t2

1 + t2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë (16), ïîëó÷àåì:

I =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
· 2dt

1 + t2
.

Â àðãóìåíòàõ ôóíêöèè R(u, s) ïîä èíòåãðàëîì - äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåí-
íîé t. Èñïîëüçóÿ îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî âñå ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ ïåðåìåííîé t. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå êàê
ôóíêöèþ ïåðåìåííîé t, à çàòåì âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé x, ïîäñòàâëÿÿ t = tg(x/2).

Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà èíîãäà ïðèâîäèò ê ñëèøêîì ãðîìîçä-
êèì âû÷èñëåíèÿì. Åñëè ôóíêöèÿ R(u, s) îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ìîæíî
èõ ñîêðàòèòü, èñïîëüçóÿ äðóãèå ïîäñòàíîâêè.

2. Åñëè èíòåãðàë (16) ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

I =

∫
W (sinx) cos xdx,

ãäå W (t) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó
t = sin x, òàê ÷òî cosxdx = dt. Çàìåòèì, ÷òî åñëè R(u, s) íå÷åòíà ïî ïåðåìåííîé s, òî òàêîå
ñâåäåíèå âîçìîæíî.

3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè èíòåãðàë (16) ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

I =

∫
W (cosx) sin xdx,

ãäå W (t) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó
t = cos x, òàê ÷òî sin xdx = −dt. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ôóíêöèÿ R(u, s) â èíòåãðàëå (16)
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî u.

4. Åñëè â èíòåãðàëå (16) ôóíêöèÿ R(u, s) ÷åòíà ïî îáåèì ïåðåìåííûì, ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ïîäñòàíîâêó t = tgx.

5. Åñëè èíòåãðàë (16) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

I =

∫
W (tgx)dx,

ãäå W (t) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ðåêîìåíäóåòñÿ ïîäñòàíîâêà t = tgx.
Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.

1. ∫
sin 2x cos 5xdx.

2. ∫
sin2 x cos2 xdx.
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3. ∫
sin(3x+ 4) sin(4x− 1)dx.

4. ∫
cos 3x

4 + 3 sin 3x
dx.

5. ∫
cosx

1 + cos x
dx.

6. ∫
sinx

cos5 x
dx.

7. ∫
dx

sin2 x cos4 x
.

8. ∫
1

1 + cos x+ sinx
dx.

9. ∫
sin(2x)dx

1 + sin2 x
.

10. ∫
dx

sin x(2 cos2 x− 1)
.

11. ∫
dx

5 + 3 cos x+ 4 sin x
.

12. ∫
dx

cos x+ 3tgx
.

9.3 Èíòåãðàëû îò ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ èððàöèîíàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà

I =

∫
R(x, n

√
x, m

√
x, ..., k

√
x)dx,

ãäå R(x, y, t, ..., s) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, n,m, ..., k -öåëûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü N - íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë n,m, ..., k, ïîëîæèì
x = tN . Òîãäà n

√
x = tN/n = tp, ïðè÷åì p - öåëîå ÷èñëî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è âûðà-

æåíèÿ m
√
x, ..., k

√
x ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé t â öåëûõ ñòåïåíÿõ. Ïðè ýòîì dx = NtN−1dt, òàê

÷òî

I =

∫
R(tN , tp, ..., tq) ·NtN−1dt,

è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé
t. Ñîîòâåòñòâåííî, ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå è çàòåì âåðíóòüñÿ ê
ïåðåìåííîé x, ïîäñòàâëÿÿ t = N

√
x.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü è èíòåãðàë âèäà

I =

∫
R

(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d
,

m

√
ax+ b

cx+ d
, ...,

k

√
ax+ b

cx+ d

)
dx,

ãäå R(x, y, t, ..., s) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, n,m, ..., k -öåëûå ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà, a, b, c, d ∈ R . Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó

ax+ b

cx+ d
= tN ,

N - íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë n,m, ..., k. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî è
â äàííîì ñëó÷àå ýòà ïîäñòàíîâêà ïðèâåäåò èíòåãðàë ê èíòåãðàëó îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè ïåðåìåííîé t.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.

1. ∫
3
√
x(
√
x+ 1)3 dx.

2. ∫
1

1 + 3
√
x+ 1

dx.

3. ∫
1

√
x+ 3 + 3

√
(x+ 3)2

dx.

4. ∫
x2 +

√
x+ 1

3
√
x+ 1

dx.

5. ∫ √
x+ 5

3
√
x+ 5 + 1

dx.

6. ∫
dx√

x+ 3
√
x+ 2 4

√
x
.

7. ∫
x

√
x− 1

x+ 1
dx.

9.4 Ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà

Ïðèìåíÿþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âèäà

I =

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx, (17)

ãäå R(x, s) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ a, b, c ïðèìåíÿþò îäíó èç òðåõ ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà.
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1 ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà. Åñëè a > 0 òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (17) ïðèìåíÿþò
ïîäñòàíîâêó, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t. (18)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì:

x =
t2 − c

b− 2
√
at
,

òàê ÷òî x(t) ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé. Ñîãëàñíî (18),
√
ax2 + bx+ c òàêæå

ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé. Â èòîãå ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà
ê ïåðåìåííîé t ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (17) ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé
îò ïåðåìåííîé t. Ñîîòâåòñòâåííî, åãî ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå è çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ
t =

√
ax2 + bx+ c−

√
ax, âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé x.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫
dx√
1 + x2

.

Ïîëàãàÿ √
1 + x2 = x+ t,

íàõîäèì:

x =
1

2t
− t

2
, dx = −

(
1 + t2

2t2

)
dt.

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷àåì:

I =

∫ −1+t2

2t2

t+ 1
2t
− t

2

dt = −
∫

dt

t
= −lnt+ C = C − ln(

√
1 + x2 − x).

2 ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà. Åñëè c > 0, òî ìîæíî ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó, îïðåäåëÿåìóþ
ñîîòíîøåíèåì √

ax2 + bx+ c = xt+
√
c.

Îòñþäà íàõîäèì:

x =
2
√
ct− b

a− t2
.

òàêèì îáðàçîì, x(t) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t. Ïîäñòàíîâêà â
èíòåãðàë ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ äðîáíî-
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé t, à çíà÷èò, èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÿâíûõ
òåðìèíàõ.

3 ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà. Ïóñòü α, β - êîðíè ïîëèíîìà ax2 + bx+ c. Ïîëàãàÿ

√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− α)(x− β) = (x− α)t,

ïîëó÷àåì

x =
aβ − αt2

a− t2
,

ò.å. x(t) - äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t. Ïîäñòàíîâêà â èíòåãðàë ïðèâîäèò
ê âûâîäó, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé
ïåðåìåííîé t, à çíà÷èò, èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÿâíûõ òåðìèíàõ.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíûå.
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1. ∫ √
1− x

1 + x
dx.

2. ∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

.

3. ∫
1

x+
√
1 + x+ x2

dx.

4. ∫
1

1 +
√
2 + x+ x2

dx.

5. ∫
dx

x
√
2 + x− x2

.

6. ∫
dx

x
√
x2 + 4x− 4

.

9.5 "Íåáåðóùèåñÿ"èíòåãðàëû

Êîãäà èäåò ðå÷ü î âû÷èñëåíèè ïåðâîîáðàçíîé, èìåþò â âèäó, ÷òî ðåçóëüòàò ìîæíî âû-
ðàçèòü â òåðìèíàõ óæå èçâåñòíûõ ðàíåå ôóíêöèé ÿâíûì îáðàçîì. Îäíàêî ýòî íå âñåãäà
âîçìîæíî. Èíòåãðàëû îò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ôóíêöèé íå âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü.
Íàïðèìåð, èíòåãðàë

I(x) =

∫
sin x

x
dx

íå âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ "ýëåìåíòàðíûõ"ôóíêöèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêèå èíòåãðà-
ëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûé òèï ôóíêöèé. Íà ïðàêòèêå íàëè÷èå òàêèõ îáúåêòîâ íå
ïðèâîäèò ê çàòðóäíåíèÿì, ïîñêîëüêó îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìî-
ùüþ êîìïüþòåðîâ, à íåîáõîäèìóþ àíàëèòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ (íàïðèìåð, ïîâåäåíèå â
îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê) ìîæíî èçâëå÷ü ïðÿìî èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ
ôóíêöèé.

10 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è åãî îñíîâ-
íûå ýëåìåíòû âîñõîäÿò ê Àðõèìåäó.

10.1 Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü çàäàí èíòåðâàë [a, b], a < b, íà íåì çàäàíà ôóíêöèÿ f(x) (áóäåì ñ÷èòàòü åå íåïðåðûâ-
íîé). Ðàçîáúåì îòðåçîê íà N ïîäèíòåðâàëîâ, äëèíû èõ îáîçíà÷èì ∆xk, k = 1, 2, ..., N .
Âûáåðåì â êàæäîì ïîäèíòåðâàëå ïî òî÷êå, îáîçíà÷èì èõ xk, k = 1, 2, ..., N . Ñïîñîá ðàç-
áèåíèÿ íà ïîäèíòåðâàëû è âûáîðà òî÷åê â ïîäèíòåðâàëàõ óñëîâíî îáîçíà÷èì σ. Ïîëîæèì

Sσ =
N∑
k=1

f(xk)∆xk.
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Âåëè÷èíà Sσ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé, ñîîòâåòñòâóþùåé σ. Ïîëîæèì ∆σ =
max1≤k≤N∆xk. Âîïðîñ: ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ Sσ, êîãäà ∆σ → 0?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
∆σ→0

Sσ = I,

íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ σ. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå
[a, b], à ñàìî ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àþò

I =

∫ b

a

f(x)dx.

×èñëà a, b íàçûâàþò íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî,
f(x) - ïîäèíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå
[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â áîëåå ïîëíûõ ó÷åáíèêàõ àíàëèçà, åå ìîæ-
íî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ôóíêöèè, êîòîðûå îáëàäàþò êîíå÷íûì íàáîðîì òî÷åê ðàçðû-
âà (êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè). Áîëåå ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé è äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî
ñëîæíóþ îáëàñòü àíàëèçà è ìîæåò áûòü íàéäåíî â áîëåå ïðîäâèíóòûõ ðóêîâîäñòâàõ.

10.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó ìîæíî ïðèäàòü ãåîìåòðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå. Áóäåì äëÿ ïðî-
ñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) > 0 íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíî ðàçáèåíèå èí-
òåðâàëà [a, b] íà 5 ïîäèíòåðâàëîâ, â ÷åòâåðòîì óêàçàíà òî÷êà x4. Ïðîèçâåäåíèå f(x4)∆x4,
âõîäÿùåå â èíòåãðàëüíóþ ñóììó, ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà âûñîòû f(x4)
ñ îñíîâàíèåì ∆x4. Îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ (âõîäÿùèå â èíòåãðàëüíóþ ñóììó) îïèñûâà-
þò ïëîùàäè äðóãèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Òàêèì îáðà-
çîì, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïðèáëèçèòåëüíî îïèñûâàåò ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,
îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè, îñüþ x, è ïðÿìûìè x = a, x = b. Ïðè óìåíüøåíèè
∆σ = max1≤k≤N∆xk (è ñîîòâåòñòâåííîì óâåëè÷åíèè N) ñóììà ïëîùàäåé òàêèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ áóäåò âñå áîëåå òî÷íî ïðèáëèæàòü ïëîùàäü òðàïåöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû ìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíÿòü çà ïëîùàäü êðè-
âîëèíåéíîé òðàïåöèè, ∫ b

a

f(x)dx = Strapeciya.

10.3 Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1. Åñëè f(x) = M = const, òî ∫ b

a

f(x)dx = M · (b− a).

2. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, b], k = const, òî ôóíêöèÿ k · f(x) òàêæå
èíòåãðèðóåìà íà [a, b], ïðè÷åì∫ b

a

k · f(x)dx = k ·
∫ b

a

f(x)dx
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Ðèñ. 7: Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

(êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ çà çíàê èíòåãðàëà).
3. Åñëè ôóíêöèè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû íà èíòåðâàëå [a, b], òî ôóíêöèÿ f(x) + g(x)

òàêæå èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, b], ïðè÷åì∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

(èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé).
4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, b], ïðè÷åì f(x) ≥ 0 íà ýòîì èí-

òåðâàëå, òî ∫ b

a

f(x)dx ≥ 0

(èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ).
5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [a, b], ïðè÷åì äëÿ íåêîòî-

ðûõ ÷èñåë m, M âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m ≤ f(x) ≤ M ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Òîãäà

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ M(b− a)

(òåîðåìà îá îöåíêå èíòåãðàëà).
6. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà

c ∈ (a, b), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(c) =

∫ b

a
f(x)dx

b− a

(òåîðåìà îá èíòåãðàëüíîì ñðåäíåì).
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7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [a, b]. Îïðåäåëåííûé èí-
òåãðàë áûë ïîñòðîåí âûøå â ñèòóàöèè, êîãäà êîíå÷íûå ÷èñëà a, b óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâó: a < b. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò:∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Ïóñòü òåïåðü c ∈ (a, b), òîãäà f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïîäèíòåðâàëàõ (a, c), (c, b), ïðè÷åì∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è òîãäà, êîãäà c ëåæèò âíå èíòåðâàëà [a, b] â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âñå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî èí-
òåðâàëó.

10.4 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì è ïåðâîîáðàçíîé. Èç-
íà÷àëüíî ýòè äâà îáúåêòà èìåþò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íîé ïðîèñõîæäåíèå - ïåðâîîáðàçíàÿ
âîçíèêàåò êàê ðåøåíèå ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è îáðàùåíèÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, îïðåäåëåííûé èíòåãðàë âîçíèê ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïðèêëàäíûì çíà÷åíèåì -
âû÷èñëåíèè ïëîùàäåé, îáúåìîâ è ò.ä. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

10.4.1 Èíòåãðàë êàê ôóíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà

Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, f(x) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå [a, b], òàê ÷òî îíà èíòåãðè-
ðóåìà íà ëþáîì ïîäèíòåðâàëå ýòîãî èíòåðâàëà. Ðàññìîòðèì íîâóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ
ñîîòíîøåíèåì

F (x) =

∫ x

a

f(s)ds,

ñ÷èòàÿ x ∈ [a, b]. Èç èíòåãðèðóåìîñòè f(s) íà ëþáîì ïîäèíòåðâàëå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ [a, b] ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååò ñìûñë, òàê ÷òî ìû äåéñòâèòåëüíî
ïîñòðîèëè íîâóþ ôóíêöèþ. Îáñóäèì åå ñâîéñòâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(s) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [a, b]. Òîãäà F (x) òîæå íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ïðè x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ [a, b]. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

F (x)− F (x0) =

∫ x

a

f(s)ds−
∫ x0

a

f(s)ds.

Èç àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëó ñëåäóåò, ÷òî

F (x)− F (x0) =

∫ x

x0

f(s)ds.

Äàëåå, èç íåïðåðûâíîñòè f(x) íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå [a, b] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íàÿ êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî −M < f(x) < M ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Èíòåãðèðóÿ ýòî
íåðàâåíñòâî ïî èíòåðâàëó [x0, x], ïîëó÷àåì:

−M(x− x0) <

∫ x

x0

f(s)ds < M(x− x0).
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Â ïðåäåëå ïðè x → x0, ïîëó÷àåì:

F (x)− F (x0) =

∫ x

x0

f(s)ds → 0.

÷.ò.ä.

10.4.2 Ôîðìóëà Áàðððîó

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè

F (x) =

∫ x

a

f(s)ds,

ïîëàãàÿ f(x) íåïðåðûâíîé ïðè âñåõ èíòåðåñóþùèõ íàñ x. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì îòíîøåíèå

A(x, x0) =
F (x)− F (x0)

x− x0

=
1

x− x0

∫ x

x0

f(s)ds.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(x) äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà [x0, x] ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó îá
èíòåãðàëüíîì ñðåäíåì: ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (x0, x) òàêàÿ, ÷òî∫ x

x0

f(s)ds = f(c) · (x− x0).

Òàêèì îáðàçîì, A(x, x0) = f(c). Ïðè x → x0 èìååì ñîîòâåòñòâåííî c → x0, òàê ÷òî â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè f(x)

lim
x→x0

A(x, x0) = lim
x→x0

f(c) = f(x0).

Èòàê, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Áàððîó:

d

dx

∫ x

a

f(s)ds = f(x).

10.4.3 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà ïðè âñåõ èíòåðåñóþùèõ íàñ x,

F (x) =

∫ x

a

f(s)ds.

Òîãäà ôîðìóëà Áàððîó óòâåðæäàåò, ÷òî

d

dx
F (x) = f(x),

ò.å. F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x). Ïóñòü G(x) - ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ
f(x). Òîãäà èç ñâîéñòâ ïåðâîîáðàçíûõ ñëåäóåò, ÷òî F (x) è G(x) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà
êîíñòàíòó, F (x) = G(x) + C. Îïðåäåëèì ýòó êîíñòàíòó. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî x = a. Ïðè ýòîì

F (a) =

∫ a

a

f(s)ds = 0,

òàê ÷òî G(a) + C = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, C = −G(a) è èç íàøèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò:∫ x

a

f(s)ds = F (x) = G(x)−G(a).
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Çàìåíÿÿ x íà b, ïðèõîäèì ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:∫ b

a

f(s)ds = G(x)|ba = G(b)−G(a).

Çäåñü G(x) - ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x).
Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû â ÿâíîì

àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë ∫ a

0

(3x2 − x+ 1)dx.

Ïåðâîîáðàçíàÿ îò ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíà x3 − x2/2 + x, òàê ÷òî∫ a

0

(3x2 − x+ 1)dx = (x3 − x2/2 + x)|a0 = (a3 − a2/2 + a)− 0 = (a3 − a2/2 + a).

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû.

1. ∫ 1

0

√
1 + x dx.

2. ∫ −1

−2

dx

(7 + 3x)2
.

3. ∫ −6

2

dx
3
√

(3− x)2
.

4. ∫ 16

0

dx√
x+ 9−

√
x
.

5. ∫ 0

−a

(a+ x)2

a
dx.

6. ∫ π/2

0

sinx cos 3x dx.

7. ∫ π/4

0

dx

cos4 x
.

8. ∫ 1/4

0

dx√
x− x2

.

9. ∫ 13

0

x+ 1
3
√
2x+ 1

dx.

10. ∫ ln3

ln2

e2x

ex − e−x
dx.
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10.5 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] äàíû äâå ôóíêöèè f(x), g(x), äèôôåðåíöèðóåìûå íà ýòîì èíòåð-
âàëå. Âûïèøåì ôîðìóëó Ëåéáíèöà äëÿ íèõ:

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî èíòåðâàëó, ïîëó÷àåì:∫ b

a

(f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) dx =

∫ b

a

(f(x)g(x))′ dx = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Ïåðåïèñûâàÿ, ïîëó÷àåì:∫ b

a

f ′(x)g(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx.

Ýòî è åñòü ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

10.6 Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], ôóíêöèÿ ϕ(t) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîá-
ðàæàåò èíòåðâàë [α, β] íà èíòåðâàë [a, b], ïðè÷åì ϕ′(t) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [α, β].
Òîãäà ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) - ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x), òîãäà, êàê ñëåäóåò èç
ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, F (ϕ(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-
öèè f (ϕ(t))ϕ′(t). Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà,∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) ,

∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) .

Ñðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì íàøó ôîðìóëó. ÷.ò.ä.

11 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

I =

∫ b

a

f(x)dx

áûë ïîñòðîåí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëà a, b êîíå÷íû è f(x) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Åñëè îäíî èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé íàðóøàåòñÿ, ãîâîðÿò î íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëàõ.

11.1 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 1 ðîäà

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1 ðîäà âîçíèêàåò, êîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë a, b áåñ-
êîíå÷íî.
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11.1.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ êîíå÷åí, à âåðõíèé
ðàâåí +∞, äðóãèå âàðèàíòû îáñóäèì íåñêîëüêî ïîçäíåå. Äëÿ f(x), íåïðåðûâíîé ïðè âñåõ
èíòåðåñóþùèõ íàñ x, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ +∞

a

f(x)dx. (19)

Ïðåæäå âñåãî íàäî óñòàíîâèòü ñìûñë ýòîãî âûðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèþ

I(N) =

∫ N

a

f(x)dx

è ðàññìîòðèì åå ïîâåäåíèå ïðè N → +∞.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

A = lim
N→+∞

I(N) = lim
N→+∞

∫ N

a

f(x)dx.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1 ðîäà (19) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è åìó ïðèïè-
ñûâàþò çíà÷åíèå A, ñàìó ôóíêöèþ íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå [a, +∞). Åñëè
æå óêàçàííîãî ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò èëè îí ðàâåí ±∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë (19)
ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ +∞

0

dx

1 + x2
.

Ïîëîæèì

I(N) =

∫ N

0

dx

1 + x2
.

Â äàííîì ñëó÷àå èçâåñòíà ïåðâîîáðàçíàÿ ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, òàê ÷òî

I(N) =

∫ N

0

dx

1 + x2
= arctgx|N0 = arctgN.

Èçâåñòíî, ÷òî arctgN → π/2 ïðè N → +∞. Òàêèì îáðàçîì, I(N) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë,
íàø íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è ðàâåí π/2.

Ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 1 ðîäà îáëàäàþò âñåìè ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâà-
ìè îáû÷íûõ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

1. Åñëè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû íà èíòåðâàëå [a, +∞), òî èõ ñóììà f(x) + g(x) òàêæå
èíòåãðèðóåìà íà ýòîì èíòåðâàëå, ïðè÷åì∫ +∞

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ +∞

a

f(x)dx+

∫ +∞

a

g(x)dx.

2. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, +∞), òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû C ôóíêöèÿ
C · f(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà íà ýòîì èíòåðâàëå, ïðè÷åì∫ +∞

a

C · f(x)dx = C ·
∫ +∞

a

f(x)dx.
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3. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, +∞), ïðè÷åì íà ýòîì èíòåðâàëå f(x) > 0,
òî ∫ +∞

a

f(x)dx > 0.

4. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, +∞), òî äëÿ ëþáîãî b > a èíòåãðàë∫ +∞

b

f(x)dx

ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ∫ +∞

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ +∞

b

f(x)dx

(àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëó).

Ñïðàâåäëèâû òàêæå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé, èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ò.ä. (ñ
åñòåñòâåííûìè îãîâîðêàìè).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ +∞

1

1

xk
dx. (20)

Ââåäåì ôóíêöèþ

I(N) =

∫ N

1

1

xk
dx.

Â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíàÿ èçâåñòíà, òàê ÷òî

I(N) =

∫ N

1

1

xk
dx =

x1−k

1− k
|N1 =

N1−k

1− k
− 1

1− k

ïðè k ̸= 1,

I(N) =

∫ N

1

1

x
dx = lnx|N1 = lnN

ïðè k = 1. Ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå ïðè N → +∞, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èíòåãðàë (20)
ñõîäèòñÿ ïðè k > 1, à ïðè k ≤ 1 - ðàñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò, êîãäà íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåí −∞, à âåðõ-
íèé êîíå÷åí, ò.å. ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

I =

∫ a

−∞
f(x)dx.

Îäíàêî ýòîò âàðèàíò ìîæíî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåìó, åñëè ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x =
−s è ïîìåíÿòü çàòåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìåñòàìè, òàê ÷òî

I =

∫ +∞

−a

g(s)ds,

g(s) = f(−s). Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ äâà áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëà, ò.å.
èíòåãðàë

I =

∫ +∞

−∞
f(x)dx, (21)
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ïðè÷åì f(x) íåïðåðûâíà ïðè âñåõ x ∈ R. Ðàçîáúåì èíòåðâàë íà äâå ÷àñòè: âîçüìåì c ∈ R,
è ðàññìîòðèì äâà èíòåãðàëà,

I1 =

∫ c

−∞
f(x)dx, I2 =

∫ +∞

c

f(x)dx.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè îáà èíòåãðàëà I1, I2 ñõîäÿòñÿ, òî èíòåãðàë (21) íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùèìñÿ, åìó ïðèïèñûâàþò çíà÷åíèå I = I1 + I2 ( â ñîîòâåòñòâèè ñ àääèòèâíîñòüþ ïî
èíòåðâàëó). Åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ I1, I2 ðàñõîäèòñÿ, èíòåãðàë (21) íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (21) íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè c.
Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 1 ðîäà ñ èíòåðâàëàìè èíòåãèðîâàíèÿ (−∞, c] èëè (−∞, +∞)

òàêæå îáëàäàþò âñåìè ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ (ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåôîðìóëèðîâêîé, ó÷èòûâàþùåé âûáîð èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ).

11.1.2 Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 1 ðîäà

Òåîðåìà (ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü f(x), g(x) - íåïðåðûâíû ïðè x > a, ïðè÷åì
0 < f(x) < g(x) ïðè x > a. Òîãäà

1. Åñëè èíòåãðàë ∫ +∞

a

g(x)dx

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë ∫ +∞

a

f(x)dx.

2. Åñëè èíòåãðàë ∫ +∞

a

f(x)dx

ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è èíòåãðàë∫ +∞

a

g(x)dx.

Òåîðåìà (âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü f(x), g(x) - íåïðåðûâíû è ïîëîæèòåëüíû
ïðè x > a, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

θ = lim
x→+∞

f(x)

g(x)
, θ ̸= 0, +∞.

Òîãäà èíòåãðàëû ∫ +∞

a

f(x)dx,

∫ +∞

a

g(x)dx

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ +∞

1

1

x+ sin x
dx.
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Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå - ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Äàëåå, ïðè x → +∞ èìååì: sinx ÿâëÿåòñÿ "ìàëîé"ïîïðàâêîé â çíàìåíàòåëå. Òî÷íåå, åñëè
âçÿòü f(x) = 1/(x+ sin x), g(x) = 1/x, òî

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

x

x+ sin x
= 1.

Ïðèìåíÿÿ âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íàø èíòåãðàë ñõîäèòñÿ èëè
ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì∫ +∞

1

1

x
dx.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ (k = 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, èñõîäíûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èëè óñòàíîâèòü åãî ñõîäèìîñòü (ðàñõîäè-
ìîñòü).

1. ∫ +∞

0

e−ax dx.

2. ∫ +∞

0

xe−x2

dx.

3. ∫ +∞

−∞

2xdx

x2 + 1
.

4. ∫ +∞

0

xdx

(x+ 2)3
.

5. ∫ +∞

−∞

dx

x2 + 2x+ 2
.

6. ∫ +∞

1

lnx

x2
dx.

7. ∫ +∞

1

dx

(1 + x)
√
x
.

8. ∫ +∞

0

e−
√
x dx.

9. ∫ +∞

0

e−ax cos x dx.

10. ∫ +∞

0

xdx

x3 + 1
.
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11.2 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 2 ðîäà

Åñëè ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò íà (êîíå÷íîì) èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçðûâ
âòîðîãî ðîäà, ãîâîðÿò î íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå âòîðîãî ðîäà.

11.2.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îáîçíà÷èì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b], îáà ýòèõ ÷èñëà íèæå ïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè.
Åñëè èìååòñÿ âñåãî 1 ðàçðûâ, îí ìîæåò íàõîäèòüñÿ èëè â òî÷êå a, èëè â òî÷êå b, èëè
âíóòðè èíòåðâàëà (a, b). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà èìååòñÿ â
òî÷êå a, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Èòàê, ìû îáñóæäàåì
èíòåãðàë

I =

∫ b

a

f(x) dx, (22)

ïðè÷åì f(x) → ∞, êîãäà x → a + 0. Êàê è ðàíåå, ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò ïðèäàòü ñìûñë
ýòîìó âûðàæåíèþ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I(ϵ) =

∫ b

a+ϵ

f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

A = lim
ϵ→+0

I(ϵ) = lim
ϵ→+0

∫ b

a+ϵ

f(x) dx.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (22) ñõîäèòñÿ, è åìó ïðèïèñûâàþò
çíà÷åíèå A, ñàìó ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå [a, b].

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

dx√
x
.

Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ 1/
√
x ïðè x → +0 èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, òàê ÷òî â òî÷êå

x = 0 îíà èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà. Ïîëîæèì

I(ϵ) =

∫ 1

ϵ

dx√
x
.

Â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíàÿ èçâåñòíà,

I(ϵ) =

∫ 1

ϵ

dx√
x
= 2

√
x|1ϵ = 2(1−

√
ϵ) → 2

ïðè ϵ → +0. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ íåñîáñòâåííûì
èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà, ïðè÷åì îí ðàâåí 2.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè èìååòñÿ íà
âåðõíåì ïðåäåëå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåìó,
ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé x = −t è çàòåì ïåðåñòàâèâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà ó ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè èìååòñÿ
âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ, â òî÷êå c ∈ (a, b). Â äàííîì ñëó÷àå èñõîäíûé èíòåãðàë

I =

∫ b

a

f(x) dx (23)
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ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñóììû

I = I1 + I2, I1 =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ d

c

f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè îáà èíòåãðàëà I1, I2 ñõîäÿòñÿ, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (23) íàçû-
âàþò ñõîäÿùèìñÿ è åìó ïðèïèñûâàþò çíà÷åíèå, ðàâíîå ñóììå èíòåãðàëîâ I1, I2, ôóíêöèþ
f(x) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå [a, b]. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ I1, I2
ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (23) íàçûâàþò ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 2 ðîäà îáëàäàþò âñåìè ñòàíäàðòíûìè ñâîéñòâà-
ìè îáû÷íûõ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

1. Åñëè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû íà èíòåðâàëå [a, b], òî èõ ñóììà f(x) + g(x) òàêæå
èíòåãðèðóåìà íà ýòîì èíòåðâàëå, ïðè÷åì∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx.

2. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, b], òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû C ôóíêöèÿ
C · f(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà íà ýòîì èíòåðâàëå, ïðè÷åì∫ b

a

C · f(x)dx = C ·
∫ b

a

f(x)dx.

3. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, b], ïðè÷åì íà ýòîì èíòåðâàëå f(x) > 0, òî∫ b

a

f(x)dx > 0.

4. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [a, b], òî äëÿ ëþáîãî c ∈ (a, b) èíòåãðàëû∫ c

a

f(x)dx,

∫ b

c

f(x)dx

òîæå ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

(àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëó).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

1

xk
dx. (24)

Åñëè k > 0, ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê ∞ ïðè x → +0, òàê ÷òî èíòåãðàë -
íåñîáñòâåííûé âòîðîãî ðîäà. Ââåäåì ôóíêöèþ

I(ϵ) =

∫ 1

ϵ

1

xk
dx.

Â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíàÿ èçâåñòíà, òàê ÷òî

I(ϵ) =

∫ 1

ϵ

1

xk
dx =

x1−k

1− k
|1ϵ =

1

1− k
− ϵ1−k

1− k
.

ïðè k ̸= 1,

I(ϵ) =

∫ 1

ϵ

1

x
dx = lnx|1ϵ = −lnϵ.

ïðè k = 1. Ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå ïðè ϵ → +0, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èíòåãðàë (20)
ñõîäèòñÿ ïðè k < 1, à ïðè k ≥ 1 - ðàñõîäèòñÿ.
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11.2.2 Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 2 ðîäà

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà ó ôóíêöèè f(x) èìååòñÿ â
òî÷êå a.

Òåîðåìà (ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü f(x), g(x) - íåïðåðûâíû ïðè x ∈ (a, b),
ïðè÷åì 0 < f(x) < g(x) ïðè x ∈ (a, b). Òîãäà

1. Åñëè èíòåãðàë ∫ b

a

g(x)dx

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë ∫ b

a

f(x)dx.

2. Åñëè èíòåãðàë ∫ b

a

f(x)dx

ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è èíòåãðàë∫ b

a

g(x)dx.

Òåîðåìà (âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü f(x), g(x) - íåïðåðûâíû è ïîëîæèòåëüíû
ïðè x ∈ (a, b), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

θ = lim
x→a+0

f(x)

g(x)
, θ ̸= 0, +∞.

Òîãäà èíòåãðàëû ∫ b

a

f(x)dx,

∫ b

a

g(x)dx

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

1

x+ sin x
dx.

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå - ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê ∞ ïðè x → +0, òàê ÷òî íàø èíòåãðàë - íåñîá-
ñòâåííûé âòîðîãî ðîäà. Äàëåå, ïðè x → +0 èìååì: åñëè g(x) = 1/x, òî

lim
x→+0

f(x)

g(x)
= lim

x→+0

x

x+ sin x
=

1

2
̸= 0, ∞ .

Ïðèìåíÿÿ âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íàø èíòåãðàë ñõîäèòñÿ èëè
ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì ∫ +1

0

1

x
dx.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ (k = 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, èñõîäíûé èíòåãðàë òîæå ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷è. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èëè óñòàíîâèòü åãî ñõîäèìîñòü (ðàñõîäè-
ìîñòü).
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1. ∫ 1

0

dx

x3 − 5x2
.

2. ∫ 7

3

x dx

(x− 5)2
.

3. ∫ 1

0

x dx√
1− x2

.

4. ∫ 1

0

x3 dx

1− x5
.

5. ∫ 2

−3

dx

(x+ 3)2
.

6. ∫ 2

1

x2 dx

(x− 1)
√
x− 1

.

7. ∫ 1

0

dx√
x+ x2

.

8. ∫ 1/4

0

dx√
x− x2

.

9. ∫ 2

1

dx

xlnx
.

10. ∫ 2

1

x3 dx√
4− x2

.

11. ∫ π/4

0

dx

sin4 x
.

12 Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

I(α) =

∫ b

a

f(x, α)dx (25)

â êîòîðîì ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α. Âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå
âîïðîñû - êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ôóíêöèÿ I(α)? Íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà íåïðå-
ðûâíîé, äèôôåðåíöèðóåìîé, êàê âû÷èñëÿòü åå ïðîèçâîäíóþ è ò.ä.
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Òåîðåìà. 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, α) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x è α, ïðè
x ∈ [a, b], α ∈ (α1, α2) ⊂ R. Òîãäà ôóíêöèÿ I(α) íåïðåðûâíà ïðè α ∈ (α1, α2).

2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, α), f ′
α(x, α) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x è α, x ∈ [a, b],

α ∈ (α1, α2) ⊂ R. Òîãäà ôóíêöèÿ I(α) äèôôåðåíöèðóåìà ïðè α ∈ (α1, α2), ïðè÷åì

dI

dα
(α) =

∫ b

a

f ′
α(x, α)dx .

Çàâèñèìûìè îò ïàðàìåòðà ìîãóò áûòü è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ò.å. âìåñòå ñ èíòå-
ãðàëîì (25) ìîãóò âîçíèêàòü è èíòåãðàëû

I(α) =

∫ b(α)

a(α)

f(x, α)dx. (26)

Òåîðåìà. 1. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, α), a(α), b(α) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x è
α, ïðè âñåõ èíòåðåñóþùèõ íàñ x, α ∈ (α1, α2) ⊂ R, . Òîãäà ôóíêöèÿ I(α) íåïðåðûâíà ïðè
α ∈ (α1, α2).

2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, α), f ′
α(x, α) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x è α, ïðè âñåõ

èíòåðåñóþùèõ íàñ x, α ∈ (α1, α2) ⊂ R. Òîãäà ôóíêöèÿ I(α) äèôôåðåíöèðóåìà ïðè α ∈
(α1, α2), ïðè÷åì

dI

dα
(α) = b′(α)f(b(α), α)− a′(α)f(a(α), α) +

∫ b(α)

a(α)

f ′
α(x, α)dx .

13 Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

13.1 Ïëîùàäü ïëîñêèõ ôèãóð

Ïåðâîå ïðèëîæåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ óæå óïîìèíàëîñü âûøå - ýòî âû÷èñëåíèå
ïëîùàäè ïëîñêèõ ôèãóð. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ôèãóðà ïðåäñòàâëåíà â äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü ôèãóðà îãðàíè÷åíà êðèâûìè y = f1(x), y = f2(x), ïðè
a ≤ x ≤ b , è ïðÿìûìè x = a, x = b, ñì. ðèñ.8, òîãäà åå ïëîùàäü ðàâíà

S =

∫ b

a

(f1(x)− f2(x)) dx.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ôèãóðà ïðåäñòàâëåíà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïóñòü åå îãðàíè÷èâàþò ëó÷è φ = φ1, φ = φ2, è ëèíèÿ r = R(φ), ñì. ðèñ.9. Ïëîùàäü ìà-
ëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëîì ∆φ ïðè âåðøèíå ïðèáëèæåííî ðàâíà ∆S = (r2/2) sin(∆φ).
Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Σ =
∑
k

r2k
2
sin(∆φk).

Ïîëàãàÿ ∆φk → 0 ìîæíî sin(∆φk) ìîæíî çàìåíèòü íà ∆φk (òðèãîíîìåòðè÷åñêèé çàìå÷à-
òåëüíûé ïðåäåë!) è â ïðåäåëå ïîëó÷àåì:

S =
1

2

∫ φ2

φ1

R2(φ)dφ .
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Ðèñ. 8: Ïëîùàäü ôèãóðû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ýëëèïñà - ïëîñêîé ôèãóðû, ãðàíèöà êîòîðîé îáðàçóåò
êðèâàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

âåëè÷èíû a, b íàçûâàþòñÿ ïîëóîñÿìè ýëëèïñà. Ýëëèïñ - ñèììåòðè÷íàÿ ôèãóðà, òàê ÷òî
ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ïëîùàäü "÷åòâåðòè"ýëëèïñà, òîé åå ÷àñòè, äëÿ êîòîðîé x ≥ 0, y ≥ 0,
è óìíîæèì åå íà 4. Óðàâíåíèå êðèâîé

y =

√
b2 − b2x2

a2
, x ∈ [0, a] ,

ìû âû÷èñëÿåì ïëîùàäü ïîä ýòîé êðèâîé (ïëîùàäü "÷åòâåðòè"ýëëèïñà), òàê ÷òî ñîãëàñíî
íàøèì ôîðìóëàì,

S = 4 ·
∫ a

0

√
b2 − b2x2

a2
dx = 4b

∫ a

0

√
1− x2

a2
dx.

Ïîäñòàíîâêà x = a sin t, dx = a cos t ïîçâîëÿåò çàêîí÷èòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà:

S = 4ab

∫ π/2

0

cos2 t dt = 4ab

∫ π/2

0

1 + cos 2t

2
dt = 4ab

(
t

2
+

sin 2t

4

)
|π/20 = πab.

Ïðè a = b = r ïîëó÷àåì øêîëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè êðóãà.
Çàäà÷è.

1. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè y = x2 − 4 è x− y + 8 = 0.
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Ðèñ. 9: Ïëîùàäü ôèãóðû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

2. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè xy = 2 è x+ 2y = 5.

3. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè y = ex, y = e−x, x = 1.

4. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè y2 = 3x, x2 = 3y.

5. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè x2 = 4y, y = 8/(x2 + 4).

6. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé r = a sin(3φ).

7. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé x = 3(t− sin t), y = 3(1− cos t), ãäå 0 < t <
2π, è îñüþ OX.

8. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé (x2 + y2)5 = a6x3y.

9. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè r = 2(1− cosφ), r = φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

13.2 Äëèíà äóãè êðèâîé

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êðèâóþ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü åå òî÷êè ïàðàìåòðèçîâàíû
ïàðàìåòðîì t, òàê ÷òî èõ êîîðäèíàòû ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèè ýòîãî ïàðàìåòðà,
(x1(t), x2(t), ..., xn(t), ýòè ôóíêöèè áóäåì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ñàì ïàðàìåòð t
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [T1, T2], ðèñ.10. Çàìåíèì êðèâóþ íà ëîìàíóþ - íàáîð
ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó îòðåçêîâ, íà ðèñ.10 îòìå÷åí îäèí èç íèõ. Ïóñòü äëèíà ýòîãî
îòðåçêà

∆s =
√
(∆x1)2 + (∆x2)2 + ....+ (∆xn)2.

Äëÿ êàæäîãî âûðàæåíèÿ ∆xm ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ëàãðàíæà, òàê ÷òî ∆xm =
x′
m(tk)∆tk äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè tk. Ñêëàäûâàÿ ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ îòðåçêîâ
ëîìàíîé, ïîëó÷àåì äëèíó ëîìàíîé - èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

L ≈
N∑
k=1

∆sk =
N∑
k=1

∆tk
√

(x′
1(tk))

2 + (x′
2(tk))

2 + ...+ (x′
n(tk))

2.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó maxk∆tk → 0, ïîëó÷àåì èíòåãðàë, âûðàæàþùèé äëèíó êðèâîé:

L =

∫ T2

T1

dt
√
(x′

1(t))
2 + (x′

2(t))
2 + ...+ (x′

n(t))
2. (27)

Ðèñ. 10: Äëèíà êðèâîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíòû ïàðàìåòðèçàöèè.
1. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ (n = 2) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî êðèâóþ

çàäàþò ñîîòíîøåíèåì y = f(x), òàê ÷òî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t âûñòóïàåò ïåðåìåííàÿ
x ∈ [a, b]. Ïðè ýòîì x1 = x, x2 = y, T1 = a, T2 = b. Îòñþäà ñëåäóåò: dx1/dt = 1, dx2/dt =
f ′(x), òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

L =

∫ b

a

dx
√

1 + (f ′(x))2.

2. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ (n = 2) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâóþ îáû÷íî
çàäàþò ñîîòíîøåíèåì r = R(φ), φ ∈ [A, B]. Ïðè ýòîì x1 = x = r cosφ, x2 = y = r sinφ,
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t âûñòóïàåò ïåðåìåííàÿ φ. Âû÷èñëÿåì dx1/dt = dx/dφ = cosφ ·
dR/dφ−R · sinφ, dx2/dt = dy/dφ = sinφ · dR/dφ+R · cosφ. Ïîäñòàâëÿÿ â (27), ïîëó÷àåì:

L =

∫ B

A

dφ
√
R2(φ) + (R′(φ))2.

Çàäà÷è.

1. Íàéòè äëèíó äóãè êðèâîé y = ln(1− x2) îò x = 0 äî x = 1/2.

2. Íàéòè äëèíó äóãè êðèâîé y2 = (1 + x)3 îò x = 0 äî x = 3.

3. Íàéòè äëèíó äóãè àñòðîèäû y = 2 sin3 t, x = 2 cos3 t.

4. Íàéòè äëèíó äóãè êàðäèîèäû r = 3(1− cosφ).

5. Íàéòè äëèíó ïåðâîãî âèòêà ñïèðàëè Àðõèìåäà r = aφ, a > 0.
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13.3 Âû÷èñëåíèå îáúåìà òåë

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìîæíî âû÷èñëÿòü îáúåì òåëà. Ðàññìîòðèì òåëî,
ðàñïîëîæåííîå âäîëü îñè x, îò òî÷êè a äî òî÷êè b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà S(x)
- ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåëà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x. Íàðåæåì íàøå òåëî íà
"áëèí÷èêè"ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè x, íà ðèñ. 11 èçîáðàæåí îäèí òàêîé
"áëèí÷èê"òîëùèíû ∆x. Îáúåì òàêîãî "áëèí÷èêà"ïðèáëèæåííî ðàâåí S(x)∆x. Ñêëàäû-

Ðèñ. 11: Îáúåì òåëà.

âàÿ îáúåìû òàêèõ "áëèí÷èêîâ ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííî îáúåì òåëà - èíòåãðàëüíóþ ñóììó
âèäà

Σ =
N∑
k=1

S(xk)∆xk .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè maxk∆xk → 0, ïîëó÷àåì èíòåãðàë, êîòîðûé è ïðèíèìàåòñÿ (ïî
îïðåäåëåíèþ) çà îáúåì òåëà:

V =

∫ b

a

S(x)dx .

Åñëè òåëî ïîëó÷åíî âðàùåíèåì êðèâîé y = f(x) âîêðóã îñè x, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ íåòðóäíî âû÷èñëèòü: S(x) = 2πf 2(x), òàê ÷òî äëÿ îáúåìà òåëà âðàùåíèÿ ïîëó÷àåì

V = 2π

∫ b

a

f 2(x)dx .

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì îáúåì ýëëèïñîèäà - òåëà, ãðàíèöó êîòîðîé ñîñòàâëÿåò ïîâåðõíîñòü
ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ýòîãî òåëà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ôèêñèðîâàòü x, x ∈ [−a, a] è ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ôèãóðû,

y2

b2
+

z2

c2
= 1− x2

a2
.

Ýòî óðàâíåíèå íåñëîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

y2

b2(1− x2

a2
)
+

z2

c2(1− x2

a2
)
= 1,
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è îïîçíàòü â ýòîé ôèãóðå ýëëèïñ íà ïëîñêîñòè (y, z) ñ ïîëóîñÿìè b
√

1− x2

a2
, c

√
1− x2

a2
.

Ïëîùàäü ýëëèïñà ìû âû÷èñëÿëè âûøå, òàê ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè âûøå
ðåçóëüòàòàìè, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ðàâíà

S(x) = πbc ·
(
1− x2

a2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ýëëèïñîèäà ðàâåí

V =

∫ a

−a

S(x) dx = πbc ·
∫ a

−a

(
1− x2

a2

)
dx = πbc ·

(
x− x3

3a2

)
|a−a =

4

3
πabc.

Çàäà÷è.

1. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè x ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé ïàðàáîëàìè y = x2 è y2 = x. y = ln(1− x2) îò x = 0 äî x = 1/2.

2. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè y ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé ïàðàáîëàìè y = x2 è y = 2− x2.

3. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè x ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé êðèâûìè y = (1 + x2)−1, y = x/2 è x = 0.

4. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè x êðèâîé y = sinx,
0 ≤ x ≤ π.

5. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè y ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé ïàðàáîëàìè y = 2x− x2 è y = 0.

13.4 Ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêå

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âûðàæàþòñÿ ìíîãèå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ - òàêèå, êàê ìàññà, ðàáîòà çàäàííûõ ñèë, êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà, ìîìåíò èíåðöèè òåëà, êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ è ò.ä.

1. Ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ íèòè ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ.
Ïóñòü â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà íèòü x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [t1, t2],

ïðè÷åì ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü íèòè çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ρ(t). Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå öåíòðà
ìàññ - âû÷èñëèì åãî êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî ðàçîáúåì íèòü íà ìàëûå êóñî÷êè è çàìåíèì
êàæäûé òàêîé êóñî÷åê çâåíîì ëîìàíîé, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîäèíòåðâàë ïåðåìåííîé
t, [tk, tk + ∆tk]. Äëèíà ýòîãî çâåíà ëîìàíîé ∆sk =

√
(∆xk)2 + (∆yk)2 + (∆zk)2, à ìàññà

∆mk = ρ(t̃k)
√

(x′(t̃k))2 + (y′(t̃k))2 + (z′(t̃k))2∆tk, çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó Ëàãðàí-

æà äëÿ èíòåðâàëà [tk, tk +∆tk], t̃k ∈ [tk, tk +∆tk]. Óìíîæàÿ íà çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x(t̃k),
è ñóììèðóÿ ïî k, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîé èíòåãðàëü-
íîé ñóììå (óìåíüøàÿ ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëîæåíèå x-
êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññû, xc, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

Mxc =

∫ t2

t1

x(t)ρ(t)
√

(x′(tk))2 + (y′(tk))2 + (z′(tk))2dt,

ãäå èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñòðîåííîé âûøå èíòåãðàëüíîé ñóììû,

M =

∫ t2

t1

ρ(t)dt
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- ìàññà íèòè. Â èòîãå:

xc =

∫ t2
t1

x(t)ρ(t)
√

(x′(tk))2 + (y′(tk))2 + (z′(tk))2dt∫ t2
t1

ρ(t)dt
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ yc, zc âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî, ñëåäóåò çàìåíèòü áóêâó x íà y, z ñîîòâåò-
ñòâåííî.

2. Ìîìåíò èíåðöèè íèòè ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îñè.
Ðàññìîòðèì íèòü, çàäàííóþ íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì y = f(x), c ïëîòíîñòüþ ρ(x),

ïðè÷åì x ∈ [a, b]. Âû÷èñëèì åå ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè x. Âûäåëèì íà íèòè îäèí êóñî-

Ðèñ. 12: Ìîìåíò èíåðöèè ìàññèâíîé íèòè.

÷åê, òàêîé, ÷òî åãî ëåâûé êðàé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå x = xk, à ïðàâûé - òî÷êå x = xk +∆x,
çàìåíèì ýòîò êóñî÷åê îòðåçêîì ëîìàíîé, è âû÷èñëèì ìîìåíò èíåðöèè ýòîãî îòðåçêà ëî-
ìàíîé îòíîñèòåëüíî îñè x. Ìàññà ýòîãî êóñî÷êà ðàâíà ρ(x)∆s, ãäå ∆s - äëèíà ýòîãî çâåíà
ëîìàíîé. Ðàññòîÿíèå äî îñè x ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî yk = f(xk), òàê ÷òî ìîìåíò èíåðöèè
ýòîãî çâåíà ëîìàíîé îòíîñèòåëüíî îñè x ðàâåí

∆Ik = f 2(xk)ρ(x)∆s = f 2(xk)ρ(x)
√

(∆x)2 + (∆y)2 = f 2(xk)ρ(x)
√

1 + (f ′(x̃k))2∆x,

ãäå x̃k ∈ [xk, xk + ∆x], è ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó Ëàãðàíæà äëÿ f(x) íà èíòåðâàëå
[xk, xk + ∆x]. Ñóììèðóÿ ïî âñåì êóñî÷êàì è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîé èíòåãðàëüíîé
ñóììå (óìåíüøàÿ ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ), ïîëó÷èì:

I =

∫ b

a

f 2(x)ρ(x)
√

1 + (f ′(x))2dx.

Çàäà÷è.
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1. Íàéòè êîîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ (ïîëàãàÿ ðàñïðåäåëåíèå ìàññ ðàâíîìåðíûì)
à) ñèììåòðè÷íîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî ñåãìåíòà ñ îñíîâàíèåì a è âûñîòû h;
á) äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ñòÿãèâàþùåé öåíòðàëüíûé óãîë α.
2. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè (ïîëàãàÿ ðàñïðåäåëåíèå ìàññ ðàâíîìåðíûì)
à) ïîëóêðóãà ðàäèóñà R îòíîñèòåëüíî åãî äèàìåòðà;
á) êîíóñà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R, âûñîòû H, îòíîñèòåëüíî åãî îñè;
â) øàðà ðàäèóñà R îòíîñèòåëüíî åãî äèàìåòðà.
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